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Introduccion

Una de las partes méas importantes de la Estadistica Matematica es la Inferencia
Estadistica cuyo objetivo es el estudio de caracteristicas de una poblacién partiendo
de la informacion contenida en una muestra de la misma. La forma de abordar los
problemas de inferencia da lugar a dos tipos de contexto: el paramétrico y el no
paramétrico. Los métodos paramétricos suponen que los datos provienen de una
distribucion conocida (normal, exponencial,...) y tratan de estimar los pardmetros
que de..nen esa distribucion. Los métodos no paramétricos tratan de establecer el
modelo probabilistico que ha generado los datos introduciendo hip6tesis muy ge-
nerales sobre el modelo. Asi, pues, la inferencia paramétrica resolvera problemas
de estimacion y contraste de parametros (media, varianza, parametros asociados
a una distribucion especi..ca,...) mientras que en inferencia no paramétrica apare-
cera el problema de la estimacion de curvas (funcién de distribucién, funcién de
densidad,...).

En maltiples ocasiones interesa explicar la relacion existente entre una variable
respuesta Y y una variable explicativa o covariable X. En este contexto, uno puede
plantearse estimar la distribucion conjunta, la curva de regresion o la funcion de
distribucion de Y condicionada a X, entre otras caracteristicas relevantes. Al igual
que la estimacion de la distribucion de una v.a., la estimaciéon de las funciones
anteriores puede llevarse a cabo desde dos dpticas distintas: la paramétrica y la no
paramétrica.

Esta memoria tiene que ver con la estimacién no paramétrica de curvas.
En particular se abordaran cuestiones relacionadas con estimadores de la funcion
de distribucion sin y con covariables en los contextos especi..cos de censura y trun-
camiento.

El campo de la estimacion no paramétrica de curvas ha sufrido un importante
desarrollo, sobre todo en los ultimos decenios (ver por ejemplo, Eubank (1988) y
Hardle (1990)) y hoy en dia existe toda una gama de técnicas disponibles: el método
nucleo, el método de los k puntos préximos, la estimacion spline y la estimacion
por polinomios locales pueden considerarse como las mas notables. Entre estos
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procedimientos hemos elegido el tipo nacleo, por ser uno de los més utilizados y
estudiados.

El método nudcleo presenta la ventaja de la texibilidad: se adapta a la esti-
macién de funciones de distribucion, densidad o regresion, al disefio ..jo y al aleato-
rio, y ademas, presenta una formulacién algebraica relativamente facil de tratar
tedricamente. Entre los tipos de pesos nucleo que aparecen en la literatura, uti-
lizaremos los propuestos por Nadaraya (1964) y Watson (1964) por ser los més
apropiados en el contexto de disefio aleatorio (truncamiento implica disefio aleato-
rio) y por disponer de resultados tedricos de interesante aplicacion.

Concretamente, dada una m.a.s. f(Xj;Yi)giL, ; el estimador tipo ntcleo con
pesos de Nadaraya-Watson de la funcidn de regresion m(x) = E (Y j X = x) viene
dado por:

donde K es una funcién nucleo (funcién real, continua, acotada, simétrica y que
integra 1) y h el conocido pardmetro de suavizacién de la estimacidén no paramétrica.

Intuitivamente, rmn(X) no es méas que un promedio local, es decir, m(x) se estima
por una media ponderada de valores Yj; donde las ponderaciones, Bni(X); tienen en
cuenta la distancia entre los valores de X; y X, y el pardmetro de suavizado, h; es
el encargado de regular el tamafio de la vecindad de x donde se pondera.

Obviamente, el estimador de Nadaraya-Watson de la funcion de distribucion
condicional F(y jx) =P (Y - yj X = Xx) vendra dado por:

s -
P

. ?:1 K X I'"{)a(l 1f{i -xg X

Fn(X) = P, i X = Bni(X) Lex; - Xg

i ¢
sin mas que tener en cuenta que F(y j X) = E I11:\( ygl X =x:

La construccion de modelos que resuelvan los problemas de estimacién de curvas
anteriormente citados, necesita conocer una muestra aleatoria simple de la poblacion
de interés: £XigiL, para la estimacion de la distribucion; f(Xj; Yi)gjL, para estimar
la funcion de distribucién condicional o la curva de regresion. Sin embargo, esta
condicion, que en principio pareceria la minima necesaria para construir un buen
modelo, no siempre se puede conseguir. La censura y el truncamiento denotan
dos situaciones distintas donde no se tiene una m.a.s. de las variables a estudiar.
En ambos contextos, que pueden aparecer a la vez o por separado, hay una pérdida
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de informacién de las variables de interés y es necesario estudiar nuevas técnicas
encaminadas a extraer lo mejor posible la informacion, que sobre la poblacion inicial,
contienen los datos observados.

La censura modeliza situaciones en la cuales o se observa la variable de in-
terés o se observa otra variable, que se denomina censura, y que de algin mo-
do impide ver la realizacion de la primera. Mas concretamente, si nos centramos
en la censura aleatoria por la derecha, observaremos la variable (Z;+) donde
Z = minfY;Cg; + = 1fY - Cg siendo Y la variable de interés y C la variable
censura. La variable indicadora + sefala que en cada momento conocemos el tipo
de variable que observamos y precisamente Z coincidira con la de menor valor.
Supongamos, como ejemplo, que Y representa el tiempo de vida de un enfermo de
cancer y que en la muestra de estudio hay varios casos en que éste no ha podido
observarse totalmente: debido a un cambio de domicilio, o porque ha ocurrido un
fallecimiento debido a causas ajenas a la enfermedad, por abandono del individuo
en estudio, etc. Esta situacion se adapta perfectamente a la descrita de censura
puesto que en ocasiones no se dispone de la variable de interés debido a que hay
otra variable, la censura, que la precede impidiendo su observacién. Otros ejemplos
de esta situacion aparecen en el campo de la Ingenieria (duracion de una pieza
electrdnica, tiempo de reparacién de un sistema,...), de la Economia (permanencia
de un individuo en paro, duracion de huelgas), etc.

Otra de las situaciones donde hay una pérdida de informacion en los datos y
gue, al igual que la censura, es objeto de estudio en este trabajo, es el truncamien-
to. El problema de los datos truncados aparece cuando la variable de interés no se
observa siempre (caso de una m.a.s.) sino sélamente cuando se cumple determinada
condicion, y en este caso, ademas de observar la variable en estudio, obtenemos el
valor de otra variable involucrada en la condicion de observacién y que se denomina
truncamiento. Para ..jar conceptos, centrémonos en el truncamiento aleatorio
por la izquierda. Si Y denota la variable de interés y T la variable de trun-
camiento observaremos pares (Yj; Ti) solamente cuando T; - Yj, en otro caso no
habra observacion. Supongamos, como ejemplo, que Y es el tiempo de duracion de
una determinada enfermedad y T mide el tiempo desde que la enfermedad comienza
en un individuo hasta que éste entra en estudio. En cierto tipo de enfermedades el
especialista tendra datos correspondientes a enfermedades de una cierta duracién
mientras que perdera los datos relativos a periodos cortos o asintomaticos, ya que
en estos casos los pacientes no acudiran a consulta. Cualquier estudio que no tenga
en cuenta esta situacion proporcionara resultados sesgados.

Esta memoria pretende dar una visidn de la situacién actual respecto a la es-
timaciéon no paramétrica de la funcion de distribucion para datos censurados y/o
truncados, tanto en ausencia como en presencia de covariables. Pretende también,
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aportar nuevos resultados al problema anteriormente mencionado. A este ..n, dedica
sus cuatro capitulos, que se organizan de la forma siguiente:

2 En el primer capitulo se presentan los modelos de censura, truncamiento y
de censura con truncamiento con los que trabajaremos, de..niendo las fun-
ciones mas importantes que aparecen ligadas a cada uno de ellos, asi como
las condiciones para su identi..cabilidad. Para cada modelo, se hace una re-
vision del llamado estimador limite producto, que resulta ser el estimador
no paramétrico de maxima verosimilitud de la funcion de distribucién, ex-
poniendo sus propiedades més relevantes: consistencia, normalidad asintética,
representaciones casi seguras, etc.

2 E| segundo capitulo plantea un anélisis similar al realizado en el capitulo ante-
rior, pero en presencia de covariables. De este modo, se aborda el problema de
la estimacion de la funcion de distribucion condicional. Una vez expuestos los
resultados ya existentes, se presenta un nuevo estimador para dicha funcion
de distribucién condicional en el contexto de censura y truncamiento. Para
este nuevo estimador se obtienen propiedades de interés: una representacién
casi segura, la consistencia fuerte uniforme, su distribucion asintética y la
convergencia débil del proceso.

2 En el tercer capitulo se propone un método de remuestreo bootstrap para
datos censurados y truncados con covariables, con el ..n de obtener una versién
bootstrap del estimador de..nido en el capitulo anterior. Ademas, se deriva
una representacion casi segura bootstrap, que es la llave para demostrar la
consistencia del método de remuestreo propuesto. La aproximacién bootstrap
obtenida, representa una alternativa a la distribucion normal asintética (capi-
tulo dos) y evita la estimacion de los complicados pardmetros que de..nen
dicha distribucion.

2 El cuarto y ultimo capitulo de este trabajo ilustra el comportamiento del es-
timador anteriormente estudiado para la funcion de distribucién condicional
con censura y truncamiento, en un problema con datos reales. Es un capitulo
interesante en cuanto que muestra como el estimador condicional proporciona
una informacion importante sobre el problema en cuestion (relativo al analisis
sobre la mortalidad en pacientes diabéticos), informacion que en un analisis
incondicional permanece oculta. Sin embargo, debemos poner de mani..esto
algunos problemas practicos que han quedado abiertos y que tenemos in-
tencién de abordar en breve. El primero y méas importante de ellos es la
estimacion de un parametro ventana éptimo en este contexto. Hemos adap-
tado un criterio de tipo validacion cruzada introducido por Bowman, Hall
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y Prvan (1998) para la estimacion tipo nucleo de funciones de distribucion,
pero es necesario estudiar a fondo su comportamiento para el nuevo estimador
introducido en este trabajo. También somos conscientes de la necesidad de
un estudio de simulacion que muestre el comportamiento del estimador de la
funcién de distribucién condicional con censura y truncamiento en distintas
situaciones teoricas y practicas.

Ademas de los problemas abiertos en el campo préactico, y sobre todo de la
via que supone el estudio de un parametro de suavizado 6ptimo en este nuevo
contexto, nos gustaria destacar la importancia del camino teérico recorrido, sobre
todo de las representaciones casi seguras, como una herramienta importante para
aplicar en nuevos campos de estudio: en el analisis de propiedades de estimadores de
interés relacionados con la distribucion condicional, en el planteamiento y analisis
de contrastes de hipOtesis para este contexto, como paso que facilita el estudio
de cuestiones semejantes para otras caracteristicas relevantes como pueden ser la
funcion cuantil o la mediana, etc.

Otro tema atractivo es el de la aplicacion practica del método bootstrap condi-
cional con censura y truncamiento, propuesto y validado teéricamente en el capi-
tulo tres, que permite la aproximacion de la distribucién y el calculo de bandas de
con..anza para caracteristicas condicionales de interés, y que implica el estudio de
métodos para el calculo de la ventana piloto g necesaria en el remuestreo.
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Capitulo 1

Introduccion a los modelos de
censura, truncamiento y
censura con truncamiento.
Estimacion de la funcion de
distribucion.

1.1 El modelo de censura aleatoria por la derecha.

Como se ha puesto de mani..esto en la introduccién de esta memoria, el término
censura hace referencia a situaciones en las que hay una pérdida de informacién en
la variable de interés, en el sentido de que en ocasiones no se observa esta variable
sino otra variable, que se denomina censura, y que de algiin modo impide ver la
realizacién de la primera. Este problema aparece de forma habitual cuando se
estudian variables de tiempos de vida (o de fallo) y por ello no es extrafio que los
primeros trabajos sobre censura aparezcan ligados al Analisis de Supervivencia.

El Andlisis de Supervivencia se ocupa del estudio de los tiempos de fallo de
un conjunto de individuos. Por tiempo de fallo se entiende el periodo transcurrido
desde un instante inicial hasta un instante ..nal (fallo) que han de ser de..nidos
previamente y de forma precisa por el investigador. Esta formulacion general se
adapta a multitud de problemas. Asi, el tiempo de fallo puede medir el periodo
transcurrido entre la entrada en estudio de un paciente con una enfermedad terminal
y su muerte, o el tiempo de duracion de una maquina eléctrica desde su instalacion;
también puede responder al tiempo transcurrido desde el tratamiento de un enfermo

11
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con una determinada medicacion hasta su alta, o la permanencia de un individuo
en paro hasta la obtencion de su primer empleo. Todos estos problemas tienen en
comun que el suceso fallo esta perfectamente de..nido de antemano y puede ocurrir,
a lo sumo, una vez en cada individuo. A su vez, veri..can que la variable de interés,
el tiempo de fallo, es una variable no negativa.

Es facil darse cuenta que en este contexto aparecen con frecuencia problemas
de seguimiento que proporcionan muestras censuradas. Si el estudio que hemos
disefiado termina antes del fallo de algunos individuos tendremos una informacién
incompleta de su tiempo de fallo, pues s6lo dispondremos del tiempo transcurrido
hasta un instante ..nal conocido (previo al fallo) y que se suele denominar censura.
Lo mismo ocurrird si un paciente terminal abandona el estudio o muere por causas
ajenas a su enfermedad, o si una maquina sometida a un estudio de seguimiento es
robada cuando todavia funciona.

La modelizacion de una situacién de censura tiene en cuenta las siguientes va-
riables:

1) La variable de interés (tiempo de fallo) que denotaremos por Y .

2) La variable censura, C, que mide el tiempo transcurrido desde el instante
inicial hasta el instante de censura.

3) La variable observada, Z, que serd Z = min fY; Cg; puesto que se observa el
tiempo de fallo siempre que sea inferior al tiempo de censura, en caso contrario se
observa el tiempo de censura.

4) Una variable que indica cuando se observa un fallo y cuando una censura:

e :
1 si Z=Y (fallo)

+ p— p—
t=1lrv-c 0 si Z=C (censura)

Todas estas variables aparecen, implicitamente, en la muestra observada bajo
censura, dada por

F(Z1,11); (Z2:£2) 1205 (Zns £n)0

y que es el punto de partida de cualquier estudio estadistico en este contexto.

5) En ocasiones interesa estudiar la relacion de ciertas variables, X (covariables),
con el tiempo de fallo. Generalmente estas variables se observan al comienzo del
estudio de seguimiento y por ello los modelos méas habituales suponen que la censura
no afecta a las covariables. Es por esto, que en el caso de datos censurados con
covariables observaremos una muestra del tipo

f(X1;Z1;11); (X2; Zo;22) 55 (Xn; Zni tn)g

Una cuestion importante a tener en cuenta es que la censura C puede conside-
rarse como ..ja (conocida a priori por el investigador) o como una variable aleatoria



1.1. El modelo de censura 13

(su valor no esta predeterminado de antemano), dando lugar a modelos de censura
..ja'y modelos de censura aleatoria, respectivamente.

También es interesante observar que hasta ahora hemos considerado un mecanis-
mo de censura por la derecha. Analogamente se puede de..nir un modelo de censura
por laizquierda: se observard una m.a.s. de la variable (Z; £) donde Z = max fY; Cg
yi=lec.vg

Uno de los modelos de censura més estudiados es el modelo de censura
aleatoria por la derecha, y es el que utilizaremos a lo largo de toda esta memoria.
Este modelo parte de una m.a.s. de (Z;+) donde:

| Z=minfY;Cg;* = ley .cq |

y supone ademas que

| Y y C son v.a. independientes |

Por comodidad y ya que ello no supone pérdida alguna de generalidad, traba-
jaremos con variables no negativas.

Asociadas al mecanismo probabilistico de este modelo de censura se de..nen
varias funciones importantes:

1) La funcién de distribucion de la variable tiempo de fallo, F(y) = P(Y -y)
y su funcion de supervivencia o ..abilidad, S(y) =1 j F(y) =P(Y >vy):

2) La funcién de distribucion de la variable de censura, G(y) =P (C - y) y su
funcion de supervivencia o ..abilidad, 1 § G(y) =P (C >vy):

3) La funcién de distribucion de la variable observada Z, H(y) =P (Z - y) ysu
funcion de supervivencia o ..abilidad, 1 j H(y) =P(Z >y) =P (minfY;Cg>y) =
P(Y >y;,C>y):

Bajo la hipotesis de que Y y C sean independientes se tiene

LiHyY) =0iF(y)1iG(y)) (1.1)

4) La subdistribucion de la variable observada, Z, cuando es una observacion no
censurada: Hi(y) =P (Z - y;x = 1) y que se puede escribir de la siguiente forma

Hily) = P(Y -yiY -C)=

ZyHZ g 1l z y £ dl_ﬁ(i)e
= dG(u) dF(t) = 1iG(th) dF(t): 1.2)
0ot 0

5) La subdistribucién de la variable observada, Z, cuando es una observacion

censurada
Z yi ¢
Ho(y) =P(Z - y;t=0) = LiF(th) dG(t):
0
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6) La funcion de azar o razon de fallo de..nida por

. dF ()
_ 5 Ply<Y -y+hjy y) &
r<y)_h1£% h 14 F(yi)

y que representa el riesgo instantaneo de fallo de un individuo en el instante y;
sabiendo que ha vivido hasta ese instante.

7) La funcién razon de fallo acumulada, que se de..ne a partir de la funcion
anterior mediante la expresion:

z z
Ay) = rpdi=  —9FW
0 o LiF(ti)

La funcién A determina de forma Unica la funcion de distribucion F mediante la
relacion

i Y
1jF(y)=ei%W® (1 j Afaig) (1.3)
faj2A = a; -yg

donde A denota la parte continua de A, A el Icon‘iunto de puntos donde A tiene
discontinuidades de salto y Afaijg= A (ai) i A a' la magnitud del salto de A en
adj:

Esta propiedad, cuya demostracion se puede ver en la pagina 301 de Shorack y
Wellner (1986), jugara un papel fundamental en la construccion de estimadores de
la funcion de distribucion de la variable Y:

En el presente modelo, también es importante de..nir:

8) Los extremos del soporte para una funcion de distribucion arbitraria W,
dados por

aw = infft = W (t) > 0g y bw = supft = W(t) < 1g: (1.4)

Tiene interés considerar dichos extremos para las funciones F, Gy H: af; bg; ag;
bg; an y by, respectivamente, y estudiar como se relacionan.
La expresion (1.1) implica que

Ht) > 0, 1ijH({t)<1,
1ijF({) < 10l1iG(t)<1, F(t)=00G(t)>0
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y por tanto

aq = minTfar;agg (1.5
bH = minfb,:;ng:

1.2 Estimacion de la funcién de distribuciéon con cen-
sura.

Cuando se dispone de una muestra completa de datos fY;gi_, ; la funcion de dis-
tribucién empirica es un estimador no paramétrico de la funcion de distribucion
poblacional, F; con el criterio de maxima verosimilitud:

max Ly = max P prEpP2E£ I Epn:
fp1; p2;iipn2R = pi=>0y  pi=lg

Una forma habitual de presentar este estimador es

#1Y -yg X 1,
ST ey

Fn(y)

En términos de Analisis de Supervivencia diriamos que la probabilidad de fallo en el
intervalo | = (0;y] es decir, F(y), es estimada por la proporcion muestral de fallos
en I, esto es, por el cociente entre el nUmero de fallos ocurridos en | y el nimero
de individuos a riesgo en el instante t = 0: Explicitamente, si para el intervalo
I = (0;y] de..nimos:

n = n° de individuos a riesgo en el instante t = 0

m = n° de fallos en |
entonces Fn(y) = m=ny, de forma complementaria, la probabilidad de superviven-
cia en el intervalo | = (0;y] se estima mediante 1 j Fn(y) =1j &

A diferencia del contexto de datos completos, en presencia de datos censura-
dos no observamos una muestra de tamafio n de la variable Y, sino la muestra
f(Zi; ti)gi_, ; donde Z; coincide con Y; solamente en los casos +; = 1: Si nos
planteamos estimar F(y) mediante la muestra f(Zi; ;) = t; = 1g = Y\ gpL, (evi-
dentemente m - n), estaremos reduciendo la estimacion a un contexto de datos
completos con menor tamafio muestral, y, naturalmente, despreciando la informa-
cion proporcionada por los datos censurados de que el fallo para un individuo cen-
surado siempre ocurre despues de su tiempo observado. Precisamente, el objetivo
de los modelos para datos con censura esta en aprovechar dicha informacion.
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Nosotros nos centraremos en el problema de estimar la funcién de distribucion
en presencia de censura, es decir de buscar un estimador alternativo a la funcién de
distribucion empirica (de tamafio n), que cuando hay censura no se puede calcular.

El primer punto de referencia en este tema es, indiscutiblemente, el trabajo de
Kaplan y Meier de 1958. En este articulo se estudian y comparan varios estimadores
de la funcion de distribucion para datos con censura: los estimadores de tipo actua-
rial, el estimador de muestra reducida y el estimador limite producto. Este ultimo,
también Illamado estimador de Kaplan-Meier, presenta bastantes propiedades de-
seables: es el estimador no paramétrico maximo-verosimil para datos censurados; si
lo comparamos con el estimador de muestra reducida, sale ganando en cuanto a que
se calcula sin necesidad de conocer los tiempos de censura para las observaciones
no censuradas, es siempre mondtono y tiene menor varianza que el primero; frente
a los estimadores actuariales presenta la ventaja de que evita la seleccion de una
particion del tiempo en subintervalos, particion que determina la obtencion de cada
estimador. Si bien, es justo mencionar que el estimador limite producto presenta
problemas cuando la hip6tesis de independencia entre tiempos de fallo y tiempos
de censura no se veri..ca Yy, en tales casos, sera conveniente plantearse la utilizacién
de estimadores alternativos.

Las ventajas anteriormente mencionadas han convertido al estimador limite pro-
ducto en el estimador mas utilizado y estudiado en el contexto de datos censurados,
y ésta es la principal razén de que hayamos elegido este estimador como protagonista
de la presente memoria.

Después del ya citado articulo de Kaplan y Meier, donde también se calculan la
media y varianza del estimador, hay que esperar hasta los afios setenta y ochenta
para encontrar propiedades adicionales, paralelas a las ya conocidas para la funcion
de distribucion empirica, como son: la normalidad asint6tica puntual y sobre in-
tervalos compactos (Breslow y Crowley, 1974), el comportamiento asintdtico sobre
toda la recta real (Gill, 1983), la convergencia uniforme (Foldes y Rejto, 1981) o
cotas del tipo Berry-Esseen (Chang y Rao, 1989). A partir de los afios ochenta,
empiezan a estudiarse representaciones del estimador de Kaplan-Meier como una
suma de variables independientes mas un término de error cuyo orden se va mejo-
rando progresivamente: Lo y Singh (1985), Burke, Csorgd y Horvath (1981, 1988)
y Lo, Mack y Wang (1989) son las principales referencias, y recientemente se han
multiplicado los regultados sobre el estudio de las integrales respecto al estimador
de Kaplan-Meier ( "dFS , donde Fj5 denota el estimador de Kaplan-Meier y * una
funcion arbitraria) para las cuales se ha derivado la consistencia fuerte, la conver-
gencia en distribucion y el estudio del sesgo y de la varianza: Stute y Wang (1993)
y Stute (1994, 1995, 1996).

A continuacion desarrollamos con detalle las cuestiones citadas que nos parecen
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de mayor interés.

1.2.1 EIl estimador de Kaplan y Meier: de..nicién.

El estimador de Kaplan y Meier o estimador limite producto, se puede derivar
siguiendo distintos caminos. Aqui exponemos tres de ellos.

1°" método. Consiste en dividir el intervalo I = (0;y] en una serie de subin-
tervalos de la forma:

I =00y1]; lL=(yny2]; la=(y2ays: i lk=WinYk=Y]:

Si p;j denota la probabilidad de supervivencia en |I; (esto es, la probabilidad de que
un individuo a riesgo en el instante y;;1 sobreviva a yj); entonces, la probabilidad
de supervivencia en | se puede escribir como

1§ F(y)=pip2tttpx

y para estimar F bastara con estimar las probabilidades de dicho producto.

Precisamente, el cali..cativo de “producto” que aparece en el nombre del es-
timador de Kaplan-Meier hace referencia a la idea de estimar la probabilidad de
supervivencia para el intervalo I mediante un producto: el de las estimaciones de
las probabilidades de supervivencia para cada uno de los subintervalos I;: En cuanto
al cali..cativo de “limite” lo da el hecho de que este estimador elige los subintervalos
I; de forma que s6lamente contengan una observacion muestral (se podria decir que
a..na los intervalos al limite). Con esta forma de elegir los subintervalos, resulta
sencillo estimar las probabilidades de fallo en cada I; que seran: 0 si Z; es un tiem-
po censurado y 1=n; si Z;j es un tiempo de fallo (n; = n° de individuos a riesgo al
comienzo de ;). Asi, las estimaciones de las probabilidades de supervivencia en I;

(complementarias de las probabilidades de fallo), seran:

Yoo o .
I o si Zi = VYj
pl - 1 si Zi = Ci

y el estimador de Kaplan y Meier para la funcion de distribucion F, vendra dado
por:

Si denotamos por Zi:n - Zon - i - Znpn los estadisticos ordenados de la
variable Z 'y por 1.n; £[2:np; 5 tn:ny 10 respectivos concomitantes para la variable
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+; podemos escribir el estimador de Kaplan-Meier de la siguiente forma:

vy H
1§ FSy) = 1
i=Zj:n -y

1.
£(i:n] _ Y I-ll : 1 Sl
ni(iil Zim-y niji—+1

(1.6)

Si se contempla la posibilidad de empates, la expresion anterior se convierte en:

¢ Y Hooey Tt
1iFrly) = N R
Zin-y [I]

siendo ej; y np; el nmero de empates en Zi.n y el nimero de Zj estrictamente
mayores que Zi.n, respectivamente. Es importante tener en cuenta que en caso de
empate un dato no censurado precede, por convencién, a uno censurado.

2° método. Esta forma de derivar el estimador de Kaplan-Meier se debe a
Efron y la exponemos por su caracter intuitivo (hace lo que a todos se nos ocurriria
hacer para aprovechar la informacién de los tiempos censurados). Consiste en
ordenar la muestra de observaciones f(Z;; ii)gELl de la forma:

¢ i ¢ i ¢
Zinitwny 5 Z2niipng 255 Zang i

y proceder de forma iterativa para la de..nicion de los saltos de F5, que denotaremos
por dFS; de acuerdo con el esquema siguiente:

k=0: (dF$)° (Zim) = §; 8 =1Ly

k=1: Si i=1;2;:5n
Si 415 = 0 el tiempo de fallo de ese individuo es estrictamente mayor que
Z1:n Y por tanto el peso que tiene a5|gnado(1) se reparte de forma equitativa

tn = 1 entonces (dFS) (Zin) = £

0

(n(n 1)) entre los Zy.n; i:i; Zn:n restantes, de forma que
(dFs) Z =0
1 1 1 H ?[ )
dFO)Y (Zin) = =4+ —— == 1 =2;3;:
(dFn)" (Zin) n+n(ni1) n +nil !
k =2: Si#pp = 1 entonces (dFS)* (Zin) = (AFS) (Zim); 1= 1250
Si t5.n) = 0 el tiempo de fallo de ese individuo es estrictamente mayor que

Z,-n Y por tanto el peso que tiene asignado, (dFrﬁ)1 (Z2:n); se reparte de forma
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equitativa entre los Zs.n; ::1; Zn:n restantes, de forma que
(dF$)? (Zen) = (AFS)H (Zun);  (AFR)? (Zan) = 0;

(dFrﬁ)z (Zi:n) = (dFrﬁ)l (Zi:n> + w _
M LT ni?2
= (dFrg)l (Zin) 1+ — =30

(en la dltima igualdad se ha tenido en cuenta que para i _ 2 los valores
(dFS) (Zi.n) son iguales).
3: Si teny = 1 entonces (dFS)X (Zin) = (AF* T (Zin); i =155
Si tp.n) = 0 el tiempo de fallo de ese individuo es estrictamente mayor que
Zn Y por tanto el peso que tiene asignado, (dFr‘i)kil (Zx:n); se reparte de
forma equitativa entre los Zy.n; :::; Zn:n restantes, de forma que
% (dFOKIY(Ziy) i mnnoosioi<k
O oo o si i=Kk
- cykil .
(dF,ﬁ)k'l (Zin) + (an)nik(Zk.n) =
= (dF) T (Zin) 1+ 73

(dFrﬁ)k (Zi:n) =
si i>Kk

W

Al ..nalizar el paso n se tendran los saltos de..nitivos.

Este procedimiento muestra claramente que el salto de la funcion estimadora
en un punto Z; depende Unicamente de lo sucedido en los Z; anteriores. Asi por
ejemplo, para una muestra ordenada de tamafio n > 5 con censuras en el 2° y 5°
valores se tendran los siguientes saltos:

1 1
n
2 03 -
1 1
3 A 31 + niz-
1 1
4 5 1+a5
5 03 -3 -
1 1 1
.6 = 1+ iz 1+ 35
gue de forma general se pueden escribir de la siguiente forma:
i Y H 13 +p..
dFS(Zin) — =[i:n] 1 1 =[k:n]
n(Zin) n T ik

k<i
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Es facil comprobar que esta Ultima expresion da los saltos del estimador limite
producto derivado por el primer método (ver la Propiedad 1.2 del apartado siguien-
te). Por tanto, el estimador de la funcion de distribucion F obtenido con ambos
procedimientos es el mismo.

3" método. Obtiene el estimador de Kaplan-Meier utilizando la teoria de
los procesos empiricos. La idea que subyace en este procedimiento de estimacion
es la de buscar una expresion equivalente a la funcion tedrica F que dependa de
cantidades empiricamente estimables, es decir, debe involucrar cantidades teoricas
del vector (Z;+); puesto que la muestra observada bajo censura es f(Z;; £i)gi_; :

En este sentido, la funcién razén de fallo acumulada, A; juega un papel crucial,
ya que, ademas de caracterizar la funcién F mediante la relacion (1.3), se expresa
de forma sencilla en funcién de cantidades empiricamente estimables: paray < by;
se veri..ca que

y dH1(t)

W TR

(1.7)

La expresion anterior se obtiene mediante sencillas operaciones y utilizando las
relaciones dadas en (1.1), (1.2) y (1.5):

ayy o Y _GE® Sy acihdEm T _dHy
V= g TiF@n) o WiGEI))(IiF({Xi) o TiH(Ti)

Ahora, si estimamos H y H; por sus correspondientes empiricas Hn y Hin,
dadas por

X 1
1fZi -z9
i=1 n
X 1
Hin(z) = l¢z, -zEi=1g
i=1

Hn(z)

y sustituimos H y Hy por Hy y Hi, en la expresién (1.7), obtenemos un estimador
de A; conocido como el estimador de Nelson-Aalen, y cuya expresion es

Z
y dHln(t) X .1fZi-Y:ii=19 X 1fZi-y:ii=19

A%(Z) B o LiHn(ti) B i=1 1 1 i Hn(Zii)¢ B n i (rango(Zi) i 1):

i=1

El estimador AS es una funcion en escalera con saltos en los puntos fZ; = YigiL; ¥
por tanto la relacion entre F y A dada por la ecuacion (1.3) sugiere estimar F de
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forma que:

) c \9' u . 1fZ| .y;ii:]_g T[
LiFaly) = L =
- n j rango(Z;) +1
_ Y H1; L (1.8)
2,y n j rango(Z;) +

Y 3] 1 ﬂii

n j rango(Z;j) +1

i=Zj -y

gue resulta ser, una vez mas, el estimador de Kaplan-Meier.

1.2.2 EIl estimador de Kaplan y Meier: propiedades.

Hemos englobado bajo la denominaciéon comin de “propiedades” algunas obser-
vaciones sencillas, pero bastante Utiles, que se derivan de la propia de..nicion del
estimador junto con los resultados relevantes citados al principio de esta seccién.

Propiedad 1.1 El estimador de Kaplan-Meier coincide con la funcion de distribu-
cion empirica en el caso de ausencia de censura.

A partir de la expresion (1.6) del estimador y utilizando que cuando no hay
censuras todos los + toman el valor 1y las Z coinciden con los valores de Y se llega
a

Yy H TR T
LiFgly) = Li oo = niir1l
. niit+1 . niji+1
iI=Yin-y i=Yin -y
_onilni2ni3, nik _nik_ Kl
"~ "n njini2 njk+1t n 1! n

F)
donde k = max fi=Yi; - yg (evidentemente k = [, 1y, -yg):

Propiedad 1.2 El estimador de Kaplan-Meier tiene forma escalonada con saltos
en las observaciones no censuradas. La magnitud del salto en Z;.,,; dF5(Zi-:n), puede
expresarse de las siguientes formas

1li Fﬁﬁﬁi iln)
Z {
Nt K 1 1Tliif[k:n] N M 1 ﬂi[k:n] .

+p:.
1+ B I
n nijk ni|+1k:1

nik+1
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La primera expresion se deriva del 2° método de obtencion del estimador; la
segunda expresion se obtiene al calcular Fj (Zi:n) i FS (Zi;1:n) utilizando (1.6). La
igualdad entre ambas se prueba facilmente, pues

v M 1 1T:I-ii[k:n]

*ri.

=[i:n] 1+

n fl nik _

= TA 1

B i[l n] Mun i k+1ﬂ M“ n j k 1Ti[k:n] B

n K1 nijk o1 nik+1

£izn] n o TeH 1 Mg
= _ 1ij

n nji+1 nik+1

Propiedad 1.3 EIl estimador de Kaplan-Meier puede interpretarse como el esti-
mador no paramétrico maximo-verosimil de F.

La demostracion se puede ver en la seccion 5 del articulo de Kaplan y Meier
(1958) o también en Wang (1987).

Propiedad 1.4 El estimador de Kaplan-Meier para la funcion de distribucion G
de la variable censura C viene dado por

Yy Mo Yy H 1 Tisny
1iGh(y) = 1 1j —— :
n(y) = — = — :
i=Zi:n -y ni P i=Zi:n -y ni e
Es inmediato sin méas que tener en cuenta que una observacion censurada de Y;
corresponde a una observacion no censurada de C; y viceversa.

Propiedad 1.5 El producto de los estimadores de Kaplan-Meier para las funciones
de supervivencia de las variables Y y C coincide con la distribucién empirica de la
supervivencia de la variable Z, es decir

(11 Fa(y)) (1i GA(y)) =1 Hn(y):

Explicitando las férmulas del primer miembro de la igualdad anterior se tiene

vy H 1 1Tt[i:n] vy H 1 1Tliif[i:n]
1j —— 1j —
. ' il+1 . ' il+1
i=Zj:n -y i=Zj:n -y
vy H 1 11

nji+1
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Y “1 - 1 T[ 1 - X 1fZi:n -yg
W - - = 1 -
i=Zj:n -y nit+ 1 i=1 n
como Yya se vio en la Propiedad 1.1.

Propiedad 1.6 Bajo la suposicion de que las distribuciones F y G sean continuas,
se veri..ca:
a) Puntualmente en caday - T <by; que

PRIFSY) § FO) i N (O:%(y))
d 2 _ - 2Ry - i2 .
onde %°(y) = (1 i F(y))” o (1 1 H(t))" dHa(t):

b) Globalmente en D [0; T]; se tiene

PR F) i zo)

donde Z es un proceso Gaussiano de media 0 y funcion de covarianzas

CovZO)iZM) = (11 FO)ALiF@)  (1iH(s) 2dHy(s)

siendo y t = minfy;tg, F ([0;T];R) el conjunto de las funciones que van del
intervalo [0;T] en Ry D[0;T] = ff 2 F ([0;T];R)=f continua por la derecha
y con discontinuidades,a lo sumo, de saltog ; con la topologia de Skorohod (Billings-
ley, pag.111).

Es la normalidad asintética puntual y sobre intervalos compactos y fue
probada por Breslow y Crowley en 1974.

R
Propiedad 1.7 Suponiendo que la distribucion F es continua y que é’” 1?28)5)
A , se veri..ca:

pﬁ(Frﬁ i F) i"Z en D [0; by ]
donde Z es el proceso Gaussiano de..nido en el apartado b) de la propiedad anterior.

Esta propiedad muestra el comportamiento asintético del estimador de Ka-
plan-Meier sobre toda la recta real y se debe a Gill (1983).
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Propiedad 1.8 Bajo la suposicion de que las distribuciones F y G sean continuas
y para T < by, se veri..ca:

A 1
Hon -

sup jFS(y) i F(y)j=0 — cs:
0-y-T n

Este orden de convergencia uniforme fuerte se debe a Féldes y Rejto (1981).

Propiedad 1.9 Bajo la suposicion de que las distribuciones F y G sean continuas,
se veri..ca puntualmente en cada y < by; que

" P . - _
- NI iFly) 7. VR R A () L
sup P ) X NGO K "

donde @y denota la funcion de distribucion de una N (0;1) y V (y) viene dada por
V(y) = %2(y)=(1 i F(y))? (%2(y) ha sido de..nida en el apartado a) de la propiedad
1.6).

Esta cota del tipo Berry-Esseen fue calculada por Chang y Rao en 19809.

Propiedad 1.10 Bajo la suposicion de que las distribuciones F y G sean conti-
nuas, se veri..caencaday - T <by; que

donde
1 Zy 1 >
) . _ fZi-y;ti=1lg _ ft- Zig
y ~
AH1 T3-a !
. . nn -
sup jr(y)j=0 — CS:
0-y-T n
Ademas, para ® _ 1; se tiene que
AHI n'”3®:4!

sup Ejrnp (y)j® =0 —

0-y-T n
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Este resultado, debido a Lo y Singh (1985), permite escribir la diferencia entre
el estimador de Kaplan-Meier y la funcion de distribucion tedrica como una suma
de variables independientes de media cero mas un término de error cuyo orden es
conocido. La importancia de esta representacion casi segura es que permite
trabajar con la parte principal del estimador (mucho méas manejable al tratarse de
una suma de v.a. en lugar de un producto) y derivar propiedades de interés como,
por ejemplo, la normalidad asintotica y la convergencia débil del proceso.

Propiedad 1.11 En las mismas condiciones y con la misma notacion de la propie-
dad anterior se veri..ca que

C 1 X
Fay) =F) + = »iy) +(y)
i=1
donde
oo T
. . Inn
sup jra(y)j=0 — c:s:
0-y-T n
y
p‘Hlnnﬂ®ﬂ
sup Ejrn(y)j®:O — 8® _ 1:
0-y-T n

Esta mejora en el orden del error para la representacion casi segura se
puede ver en Lo, Mack y Wang (1989), cuya demostracion se basa en un resultado
relevante de Burke, Csorgo y Horvath (1988). También se puede derivar como caso
particular de las Ultimas representaciones casi seguras obtenidas para el estimador
limite producto de la funcién de distribuciéon bajo censura y truncamiento (que
detallaremos més adelante), suponiendo ausencia de truncamiento.

Propiedad 1.12 Bajo la suposicion de que las distribuciones F y G no tengan

saltos en comdn y denotando por A al conjunto de los valores discretos de H, se

veri..ca, con probabilidad uno y en media, que

z z > i ¢

lim - T(y)dRS(y) = “(Y)dF(y)+  T(ai) F(ai) i F(af)
) nyZA; y<brg aizA

- - i - 1
= (Y)AF (y) + Leo, 249" (1) F(bH) T F(bY)
fy<bhg
donde * es cualquier funcion F-integrable.
En particular si F es con%inua y by = bg Iza expresion anterior se reduce a

lim - TWARR(Y) = "(y)dF(y) (1.9)

¢



26 Capitulo 1. Introduccion a los modelos y estimacion

Este potente resultado de consistencia puede verse en Stute y Wang (1993).

Ademas, tomando distintas funciones particulares *; se obtienen propiedades
importantes, entre las que cabe destacar:

2 La consistencia fuerte puntual de F§ para 'y - by :

lim Fi(y) =F(y) cs:

Basta tomar " (y) = 1¢; 1.y)-
2 La consistencia fuerte de los estimadores de momentos de..nidos a partir de
F5. Particularmente para la media y varianza tedricas se tiene:
z
: c _ e
nh!ml ydFs(y) =E(Y) cs:

Z M Z 1,

lim oy i ydRR(y)  dR3(y) =Var(Y) cs:

Basta tomar "(y) =y en el primer casoy ";(y) =Y, ",(y) = y? en el segundo.
2 La consistencia uniforme fuerte para Fj en el intervalo [0;by] :

sup JFSY) i FW)i 10 cs:
0-y-bH

En Stute (1976) se considera una aproximacion a la convergencia uniforme a
partir de la convergencia fuerte puntual, como alternativa a la demostracion clésica

que utiliza acotaciones exponenciales. Esta aproximacion junto con (1.9) demuestra
el resultado de convergencia uniforme.

Propiedad 1.13 Con la notacion de la propiedad anterior y bajo ciertas condi-
ciones de integrabilidad (bastante generales) sobre la funcion ®; se veri..ca que
D Z 3 -
not(y) dRSY) i dF(y) i N(0;%)

donde
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Este resultado se puede ver en Stute (1995) y claramente generaliza los resulta-
dos de normalidad asintotica ya citados, obtenidos por Breslow y Crowley o Lo y
Singh, para el estimador de Kaplan-Meier. Las funciones °; °; y °, tienen una ex-
presién complicada, que en el caso particular de que F y G sean funciones continuas
se simpli..ca dando lugar a

y y

Propiedad 1.14 Utilizando la notacion de la Propiedad 1.12 y suponiendo que las
distribuciones F y G no tienen saltos en comdn, que H es continuay * _ 0; se
tiene que
z -Z
i T(Y)GYH"H(y)dF(y) - sesgo " (y)dFS(y)

5

B - L Zy HPiL(s)dG(s) |

sesgo  “(y)dFS(y) - i “(y)(1 i G(y)) 0 (11GY) F(y):

La demostracién de esta acotacion para el sesgo de una integral de Kaplan-Meier
se debe a Stute (1994). En dicha referencia se presenta, ademas, una expresion
exacta de dicho sesgo.

Propiedad 1.15 Con la notacién e hipotesis de la Propiedad 1.13, se veri..ca, con
probabilidad 1, que

N

lim nVar® (Jack) = %2
ni¥ 1

N

R
donde Var® (Jack) denota el estimador jacknife de la varianza de " (y)dF5(y),
tomando ifn:n] =0 en el caso de que ocurra la situacion ;1.0 =0y g = 1.

De este modo se tiene que, bajo ciertas condiciones de integrabilidad de la
funcion *; el estimador jacknife de la varianza de una integral de Kaplan-Meier
estima consistentemente la varianza limite. La demostracién es de Stute (1996).
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1.3 EIl modelo de truncamiento aleatorio por la izquier-
da.

Otra de las situaciones donde hay una pérdida de informacion en los datos y que,
al igual que la censura, es objeto de estudio en este trabajo es la presencia de datos
truncados. EIl problema del truncamiento aparece cuando la variable de interés
no se observa siempre (caso de una m.a.s. para datos completos) sino sélamente
cuando se cumple una determinada condicion, y en este caso, ademas de observar la
variable en estudio obtenemos el valor de otra variable involucrada en la condicion
de observacion y que se denomina truncamiento. Fijémonos, para empezar, en los
siguientes ejemplos:

- Supongamos que la variable de interés, Y; es el tiempo de duraciéon de una
determinada enfermedad y que otra variable, T; mide el tiempo desde que la enfer-
medad comienza en un individuo hasta que éste entra en estudio. Evidentemente, el
especialista tendra datos correspondientes a los pacientes que entran en el estudio,
esto es, individuos con T - V;j:

- En Astronomia tiene interés estudiar la luminosidad de objetos astronémicos.
Si Y mide el brillo de un objeto observado desde la tierra, uno sélo puede detectar
objetos que sean su..cientemente brillantes, es decir, observaremos objetos con T -
Yi, donde T representa el brillo minimo detectable a una cierta distancia.

- En la exploracion de reservas de petrdleo, la probabilidad de encontrar un
yacimiento es proporcional al tamafio del yacimiento. Si Y mide el tiempo hasta
encontrar un yacimiento y X el tamafio del yacimiento, la muestra de tiempos
observados estard formada por Y; que superen una cierta barrera de tiempo que
dependera de X;.

Todos estos ejemplos tienen en comdn que proporcionan una muestra de ob-
servaciones (Yj; T;) s6lamente cuando T; - Yj y, en otro caso, no hay observacion.
Estamos ante un mecanismo denominado truncamiento por la izquierda que con-
siste en que una variable llamada de truncamiento, T; impide observar la variable
de interés, Y; cuando ésta Ultima se sitla a su izquierda (Y <T).

Como primera observacion conviene notar que el problema del truncamiento
di..ere del problema de la censura en un aspecto fundamental: cuando hay censura
la muestra del estudio es una muestra aleatoria de todos los individuos cuyo tiempo
de fallo Y interesa estudiar, aunque posteriormente dicho tiempo de fallo pueda
no ser completamente observado; por el contrario el truncamiento proporciona una
muestra aleatoria de una parte de los individuos a estudiar: aquellos que veri..-
can una cierta condicion sobre la variable Y (Y _ T); condicion que nosotros no
controlamos y que conlleva la aleatoriedad en el tamafio de la muestra de trabajo.

A continuacion de..nimos el modelo de truncamiento aleatorio por la iz-
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quierda, modelo que recoge estas peculiaridades.

Sea (Ti;Yi) i = 1;2;::;; N una muestra aleatoria simple de un cierto vector
aleatorio formado por dos variables positivas (T;Y ), donde Y es la variable de
interés y T es otra variable denominada variable de truncamiento. Supongamos
que uno so6lo observa aquellos pares (Tj;Yi) para los cuales T; - Y; (aunque el
indice i no tiene porque corresponder con su valor inicial). Entonces n es aleatorio
y N desconocido. La muestra observada es de la forma:

(Ti; Yi) con T - Yj
i=12;25n(n - N)

Ademas, una condicién habitual en este modelo es

| Y y T son v.a. independientes. |

En este modelo de truncamiento aleatorio por la izquierda, se de..nen varias
funciones importantes relacionadas con las variables aleatorias Y y T; que nosotros
supondremos no negativas, y que son:

1) La funcion de distribucion de la variable de interés, F(y) = P(Y - y)ysu
funcion de supervivencia, S(y) =1 j F(y) =P (Y >vy):

2) La funcidn de distribucion de la variable de truncamiento, L(y) =P (T - y)
y su funcién de supervivencia, 1 j L(y) =P (T >vy):

3) La funcion de distribucion de la variable Y condicionada a que T - Y;
FE(y) =P(Y -yjT - Y):

Llamando ® = P(T - Y) a la probabilidad de ausencia de truncamiento,
gue necesariamente serd mayor que cero (en caso contrario no tendriamos observa-
ciones), se tiene que

. Z,7 Z,2 O ¢
Foy) = P YT V) g T N gdR = e L(ndF (D) (1.10)
P(T-Y) 0 o 0

4) La funcion de distribucion de la variable T condicionada a que T - Y,
L°(y)=P(T -yjT - Y)yque se puede escribir de la forma

R Z,24
L*(y) = P(TP(TV’_TY)Y):@)” o dF (s)dL(t) =
SPSN LRy
— 171§ F(th) dL(t): (1.11)
0
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5) La funcién auxiliar C(y) = P(T -y - Y jT - Y) que se puede expresar
como
2,72, i ¢
C(y) =it dL(s)dF (t) = ®1lL(y) 1§ F(yi) : (1.12)
y 0

6) La funcion de azar de Y de..nida por

. dF (y)
o POUSY -ythivy) TS
ry) = fim h 1§ F(yi)

7) La funcion de azar acumulada, que se de..ne a partir de la funciéon anterior
mediante la expresion:

Z Z
y Y dF(t)
A = r(t)dt = _—
W= T TEe
y que al igual que en la situacion de datos censurados jugara un papel fundamen-
tal para construir estimadores de la funcion de distribucién de la variable Y; al

caracterizarla de forma Unica mediante la relacion (anéloga a (1.3)):

i Y
1jF(y)=ei%W® (1 j Afaig) (1.13)
faj2A = a; -yg

donde A denota la parte continua de A, A el fcon&unto de puntos donde A tiene
discontinuidades de salto y Afaig= A (ai) i A a' la magnitud del salto de A en
aj:

En el presente modelo, también es importante de..nir y analizar los siguientes
conceptos:

8) Sean ag; bg; aL; by; ap=; bp=; ap= y b= los extremos de los soportes de las
funciones F, L, F® y L" respectivamente, segin la de..nicién dada por (1.4). Es
sencillo comprobar (mediante un mero analisis gra..co) que:

ap= = maxfag;a.g (1.14)
bre = bg
e = aL

b|_n = minbe;ng:

9) ® = P(T - Y); ya hemos dicho que representa la probabilidad de ausencia
de truncamiento, es decir, de la region del plano donde las variables (Y;T) son
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observables, por tanto su probabilidad debe ser estrictamente positiva: ® > 0:
Ademas, ® se puede expresar como
z 1Z t z 1
®=P(T -Y)= dL(s)dF (t) = L(t)dF (t)
0 0 0
0 también
Z417Z4 Z 15 ¢
®=P(T -Y)= dF (s)dL(t) = 1jF({t?h) dL(t):
0t 0

Es interesante notar que de forma analoga al truncamiento por la izquierda, se
puede plantear un mecanismo de truncamiento por la derecha, que proporcionara
observaciones sélamente cuando la variable de interés Y no supere a la variable de
truncamiento T. Entonces, la muestra de datos observados sera (Yi; Ti) con T _ ;.

Un ejemplo relevante de esta situacidén aparece al estudiar la distribucion del
periodo de latencia del virus del SIDA, de..nido éste como el tiempo que transcurre
entre la infeccion por el virus hasta el desarrollo de la enfermedad. Los datos co-
rrespondientes a individuos contaminados por transfusiones de sangre proporcionan
una fuente de informacion importante al permitir conocer la fecha de infeccion,
pero presentan el problema de que corresponden a individuos que han desarrollado
la enfermedad dentro de cierto intervalo de tiempo, siendo desconocido el nimero
total de personas infectadas por dicha via. Si llamamos Y al tiempo de latencia
y T al tiempo que transcurre desde la infeccion hasta que el individuo entra en
estudio s6lo observaremos individuos cuando Y; - Tj: Este problema concreto ha
sido estudiado por Lagakos, Barraj y De Gruttola (1988) considerando el tiempo
cronolégico de forma invertida, de manera que el problema se transforma en otro
susceptible de andlisis en presencia de truncamiento por la izquierda.

A partir de este momento estudiaremos problemas de estimacién para datos
truncados por la izquierda.

1.4 Estimacion de la funcion de distribucion con trun-
camiento.

Ya hemos visto que en presencia de datos truncados por la izquierda observamos
una muestra (Tj; Yi) con Tj - Yj; para i = 1;2;::;;n (n aleatorio). Nuestro objetivo
en esta seccion es estimar la funcion de distribucion de la variable Y teniendo en
cuenta la peculiaridad de estos datos, ya que trabajar con la funcién de distribucion
empirica construida con las observaciones Y; proporcionaria resultados sesgados (es
intuitivo pensar que una muestra asi observada tiende a perder valores pequefios de
la variable Y).
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Este problema se aborda por primera vez en el campo de la Astronomia; es
Linden-Bell quien publica en 1971 en la revista Monthly Notices of the Royal As-
tronomical Society un estimador de la funcion de distribucion para datos truncados
que resulta ser el estimador maximo verosimil de la funcion de distribucién con
truncamiento. Las propiedades del estimador de Linden-Bell, similar en muchos
aspectos al estimador de Kaplan y Meier (es un estimador limite producto), comen-
zaron a estudiarse con mas retraso que las de éste ultimo: la consistencia es debida
a Woodroofe (1985), distintas propiedades sobre la convergencia asintética se es-
tudian en Woodroofe (1985), Wang, Jewell y Tsai (1986) y Keiding y Gill (1990).
Esto dio lugar a que se dispusiese de algunas representaciones del estimador de
Kaplan-Meier como suma de variables i.i.d. mas un término de error, representa-
ciones que se fueron trasladando progresivamente al campo del truncamiento: Chao
y Lo (1988), Stute (1993a) y Arcones y Giné (1995) son las principales referencias.

En lo que resta de esta seccion expondremos con detalle las cuestiones anterior-
mente citadas.

1.4.1 EIl estimador de Linden-Bell: de..nicién.

De..niremos el estimador de Linden-Bell siguiendo a Woodroofe (1985).

En primer lugar, Woodroofe demuestra que la funcién de distribucion F de la
variable Y so6lo puede ser estimada a partir de las observaciones (Ti; Yi) con Ti - Yi;
si se veri..ca la condicion (denominada condicion de identi..cabilidad de F) de

aL - ag: (1.15)

Bajo dicha condicién es sencillo demostrar que la funcidn de azar acumulada A;
se expresa en funcién de cantidades empiricamente estimables:

Ay) = 0-y<ad: (1.16)

Para ello basta tener en cuenta que dF °(y) = ®11L(t)dF (t) (ver expresion (1.10)) y
C(y) =®iL(y) (1 j F(yi))(ver expresion (1.12)). Ademas L(t) > 0; 8t>ar (ya
que a_ - ag) Yy entonces, mediante sencillas operaciones, se llega al resultado
deseado:

vy gF@m) fY eilLmdr)  CYdFe(Y).

A= TTFRD T, B Ui FE ) o C)

Ahora, si estimamos F® y C por sus correspondientes empiricas F, y C,, dadas
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por
X 1
Faly) = 1in-ygﬁ
i=1
X 1
Cn(y) = 1fTi-y-Yigﬁ

i=1

y sustituimos F° y C por FJ y Cp en la expresion (1.16), obtenemos un estimador
de A; cuya expresion es
Y dFA(t) _ X Ltv;-yg _ X D Levi-yg

Aa(y): n 1 "
i=1 J=1-fTj-Yi-Yjg

El estimador A}, es una funcién en escalera con saltos en los puntos Y1;Yo; 5 Yn Y
por tanto, la relacién entre F y A dada por la ecuacion (1.13) sugiere estimar F de
forma que:

q \?’A 1

lgy: -
_ 1j Py (1.17)
i=1 i=1 1T - vi- vig

wH 1
1% Ft y) = 1% fYi-yg
PRIV = Lo

estimador conocido con el nombre de estimador de Linden-Bell.

El estimador de Linden-Bell es un estimador limite producto puesto que (uti-
lizando términos del Analisis de Supervivencia) estima la probabilidad de super-
vivencia en un intervalo (0;y] mediante el producto de las supervivencias estimadas
en cada uno de los subintervalos de una particion de (0;y] construida de forma que
en cada uno de dichos subintervalos sélo haya una observacion (intervalos limite).

Denotando la particion por

It =(05y1]; la=(yuy2]; la=(y2;¥3]; 5 k= (Ykin Yk =VY]

lo anterior signi..ca que

donde

y nj = n° de individuos a riesgo al comienzo de I;.
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Por la naturaleza del truncamiento y el disefio de los subintervalos, n; es el
nimero de individuos observados hasta yi;1 (incluido) menos los que han muerto
hasta dicho instante, es decir, para los y; = Y;

X X X
ni = 1ij -Yig | 1ij<Yig = 1ij -Yi-Yjg
y por tanto -
VA L
gy,
Li Fa(y) = Li Py 1 &
i=1 j=1-FfT; -Yi-Yjg

En el caso de que se consideren empates, la expresion anterior se convierte en:
A 1

- t Y - P €i
1 i Fn(y> = 1 i
i=Yj-y

1
j=1 ij -Yi-Yjg

siendo e;j el nimero de empates en Y;:
Finalmente, hemos obtenido el estimador de Linden-Bell mediante un proce-
dimiento alternativo al utilizado por Woodroofe.

1.4.2 EIl estimador de Linden-Bell: propiedades.

Todas las propiedades que se exponen a continuacion parten de las hipotesis ya
mencionadas de independencia entre Y y T; asi como a - ag:

Propiedad 1.16 EIl estimador de Linden-Bell coincide con la funcién de distribu-
cion empirica en el caso de ausencia de truncamiento.

A partir de la expresion (1.17) del estimador y utilizando que cuando no hay
truncamiento todos las fTigi—, toman el valor 0y las fY;g;L, constituyen una m.a.s.
de tamafio n de toda la variable de interés se llega a

1
\QVA 1 - vy H 1
LiFaly) = e 1j———— =
" _ im1 1vi-vsg ni(iil)
i=1 J P i=Yin-y
Y Ko _nilni2ni3, nik _
- nji+1  n njlnij njk+1
i=Yi:n -y
nik X
- n :1|_ ﬁlin:n Y9

P
donde k = max fi=Yi., - yg; (evidentemente k = (L, 1y, .yg):
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Propiedad 1.17 El estimador de Linden-Bell tiene forma escalonada con saltos
en las observaciones Yj. La magnitud del salto en Y;, dFt(Y;); es igual a
1§ FYY: ©)
dF(y;) = —2_ 1 2.
n( I) nCn(Y|)
Esta expresion se obtiene al calcular F} (Y;) i F5(Y; ') utilizando (1.17):

FA(Y0)  FA(Y ) .
= LiRNYG ) i i RS =

. h g H 1ij <Yig - v H - 1ij -Yig
= | ——— | — =
j=1 nCn(Y; 1) g nCn(Yi)

Propiedad 1.18 EIl estimador de Llnden-'gell es el estlmadorFr,m paramétrico de
méaxima verosimilitud de F, siempre que -_1 Lty -vi-vig 0 -_1 Lev;=vig = 0;
para todos los valores observados Y; excepto eI mayor.

La demostracion se puede ver en Wang (1987).

Propiedad 1.19 Si b - bg; el estimador de Linden-Bell para la funcion de dis-
tribucién L de la variable de truncamiento T viene dado por
A !
].f‘|'->
Lt (y) _ 1ij i _ 1ij P i~yg
; i nCn (Tl) i=1 E]=l 1ij -Ti-Yjg

(1.18)

Este resultado estd en Woodroofe (1985) y se deriva bajo la condicién de iden-
ti..cabilidad de L dada por

b|_ - b|:Z (1.19)

El proceso es analogo al seguido para obtener el estimador Ft; consistente en
encontrar una expresion que caracterice L y que dependa @ cantidades empirica-
mente estimables. Dicha expresion viene dada por O (y) = yl dll‘((tt)) gue determina

la distribucion L de forma Unica mediante la relacion:

P Y
L(y) =ef%t® (1 § O faig) (1.20)
fai2A = aj>yg
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donde Of denota la parte continua de O, A el conjuntogde puntos donde Oy tiene
discontinuidades de salto y O, faijg = O (ai) i OL & la magnitud del salto de

OL en a;j: , R, 4L N
Ademas, O (y) = o ¢ puede escribir como

y
Zigi “rleitagE@en))di  ©Tdlew

y LO y @1 iFyH))LE , C(Y

sin més que utilizar (1.11), (1.12) y (1.19).
Sustituyendo en el ultimo término de la igualdad de arriba L y C por sus
estimadores empiricos y utilizando el resultado (1.20) se obtiene el estimador L}

Propiedad 1.20 Bajo la suposicion de que las distribuciones F y L sean continuas
e identi..cables (a. - ar y b - bg), se veri..ca que:

Sug_Frﬁ(y) iF(y) it 0
y>

Esta propiedad de consistencia uniforme débil se debe a Woodroofe (1985).

Propiedad 1.21 Si las distribuciones F y L son continuas e identi..cables y se
veri..ca alguna de las dos siguientes condiciones:

I) a_ < ag

i)a =ary oL idF<1
entonces, globalmente en el intervalo [ag;b]; donde ap <b < bg; se tiene que

i ¢
PRlEti F %z

donde Z es el proceso

VAR .
Z(t)=(1iF() i Ciz(vydL® j TdF°)+Z:—Ett;

siendo (Y;T) el limite de (Yn; Tn) cuando n ¥ 71; procesos de..nidos por

Ya(t) = n[F(1)
Tn<t> = n ?1

Es la convergencia débil sobre intervalos compactos y fue probada por Wood-
roofe (1985).
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Propiedad 1.22 Bajo la suposicion de que las distribuciones F y L sean continuas
ya.<a<ag - b<b., severi.ca globalmente en el intervalo [a; b] que

i ¢
Paleta E iz

donde Z es un proceso Gaussiano de media 0 y funcién de covarianzas dada por

Z ynt yra
Cov (Z(y);Z(t) = (1 i F(y)) (1 i F(1) ay f('::(s()s))z

con y ™Mt = minfy;tg:

Esta propiedad de Wang, Jewell y Tsai (1986) proporciona una forma explicita
de la estructura de covarianzas del proceso limite obtenido por Woodroofe
(1985) y de..nido en la propiedad anterior.

Los resultados de consistencia y normalidad asintdtica expuestos en las tres
Gltimas propiedades pueden verse también (derivados desde un enfoque diferente)
en el articulo de Keiding y Gill (1990).

Propiedad 1.23 Bajo la suposicion de que las distribuciones F y L sean continuas
e identi..cables se tiene:
a)sia_<ap,paracaday =0 -y - b<bg; se veri..ca

. 1 X
Fay)=Fy)+=  »i(y) +rnly)
i=1
donde
- 1in-yg z y 1fTi-t-Yig .
»i(y)=(1iF(y) T i . Wd': (1) (1.21)
y A ]
AHI T3-4
. . nn
sup jrp(y)j=0 — C:S:
0-y-b n

R
b) si a_ = ag; limy s o+ % =0y 4 &dF < 1 entonces
. 1 X
Fay) =F()+-  »iy) +rn(y)
i=1
donde »;(y) esta de..nido segun (1.21) y
3

sup jrn(y)j=o0 nit? C:s:
0-y-b
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Este resultado, debido a Chao y Lo (1988) constituye una representacion casi
segura del estimador de Linden-Bell, paralela a la dada por Lo y Sing (1985) para
el estimador de Kaplan-Meier. I8onlno apIiC@cién inmediata los autores derivan la
convergencia débil del proceso " n F! j F , propiedad que enunciamos a conti-
nuacion:

Propiedad 1.24 BajIc_)) las hipéte%is de la propiedad anterior, en el intervalo [0;b]
con b <bg el proceso " n F! j F converge débilmente a un proceso Gaussiano de
media cero y funcién de covarianzas
z
yrt ) .
(1iF(y)iF() (C(s)) "2 dF"(s)

donde y Nt = min fy; tg:

Propiedad 1.25 Bajlg la suposicion de que las distribuciones F y L sean continuas
e identi..cables y que ai ElzdF < 1, se veri..ca, uniformementeenar -y - b <
be; que

t 1 X
Fay) =Fy)+=  »i(y) +rnly)
i=1
donde »;(y) esta de..nido segun (1.21) y
M 3
sup jra(y)j=0 In"n C:S:
ag-y-b n

Esta mejora en el orden del error para la representacion casi segura se puede
ver en Stute (1993a). La demostracion tiene interés en si misma puesto que aplica
resultados sobre U procesos obtenidos también por Stute (1993b).

Propiedad 1.26 Bajlg la suposicion de que las distribuciones F y L sean continuas
e identi..cables y que ai %dF < 1, se veri..ca, uniformementeenar -y - b <
be; que

1 X

FAW) =F) - () +ray)
i=1

donde »;(y) esta de..nido segun (1.21) y

IMllnlnr’l

sup jra(y)j=0 C:S:

ar-y-b n
Arcones y Giné (1995) han obtenido esta representacién con error de tasa Gp-
kima, a costa de imponer una condicion un poco mas restrictiva que la de Stute:
T LdF <1

a,:F
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1.5 EIl modelo de truncamiento aleatorio por la izquier-
da y censura aleatoria por la derecha.

Hasta ahora hemos de..nido dos modelos distintos: el modelo de truncamiento
aleatorio por la izquierda y el modelo de censura aleatoria por la derecha, que
se correspondian con problemas donde se observaban variables truncadas, por un
lado, y censuradas, por otro. Sin embargo, no es di..cil darse cuenta que en muchos
problemas, sobre todo de Analisis de Supervivencia, hay una presencia de datos,
gue son, a la vez, truncados y censurados y que es necesario un nuevo modelo para
estudiar esta situacion. Un ejemplo ilustrativo de un problema de este tipo puede
ser el siguiente:

- Se quiere estudiar el tiempo de duracion, Y; de una enfermedad determinada.
Si T mide el tiempo desde que la enfermedad comienza en un individuo hasta que
éste entra en estudio, el especialista s6lo tendra datos correspondientes a aquellos
individuos que entren en el estudio, esto es, pacientes con T; - Y; (truncamiento
por la izquierda). Una vez que un sujeto entra en estudio puede no observarse
el tiempo completo de duracion de su enfermedad, Y. Debido a distintas causas:
fallecimiento por accidente, cambio de residencia, ..nalizacion del estudio, etc. se
observa, tan solo, un tiempo C menor que Y (censura por la derecha).

El modelo tedrico que recoge esta situacion, denominado modelo de trun-
camiento aleatorio por la izquierda y censura aleatoria por la derecha, es
el siguiente:

Sea (Ti;Yi; Ci) i =1;2;:::;; N una muestra aleatoria simple de un cierto vector
aleatorio formado por tres variables (T;Y; C), que supondremos no negativas, donde
Y es la variable de interés, T es otra variable denominada variable de truncamiento
y C es una tercera variable denominada de censura. Supongamos que uno sélo
observa aquellos pares (Ti; Zi; ;) para los cuales T;i - Zj; donde Z; = min(Yj; Cj)
Y ti = l¢y, .c;g- Entonces n es aleatorio y N desconocido.

La muestra observada es de la forma:

(Ti; Zi; i) con Tj - Z;
i=1;2;25n(n - N)

Ademas, condiciones habituales en este modelo son:

| Y es independiente de (T;C) |

| Y, T y C son mutuamente independientes. |

Sobra decir que la segunda condicion implica la primera.
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En este modelo se de..nen varias funciones importantes:

1) La funcion de distribucion de la variable de interés, F(y) = P(Y - y)ysu
funcion de supervivencia o ..abilidad, S(y) =1 j F(y) =P (Y >vy):

2) La funcidn de distribucion de la variable de truncamiento, L(y) =P (T - y)
y su funcion de supervivencia o ..abilidad, 1 j L(y) =P (T >vy):

3) La funcién de distribucion de la variable de censura, G(y) =P (C - y)ysu
funcion de supervivencia o ..abilidad, 1 § G(y) =P (C >vy):

4) La funcién de distribucion de la variable observada Z, H(y) = P(Z - y)y
su funcién de supervivencia o ..abilidad, 1 j H(y):

5) Las subdistribuciones de la variable observada, Z, cuando es una observacion
no censurada: Hi(y) = P(Z - y;£ = 1) y cuando es una observacion censurada:
Ho(y) =P (Z - y;+ = 0), respectivamente.

6) La subdistribucion de la variable observada, Z, cuando es una observacion
no censurada condicionadaaque T - Z:

Hi(y)=P(Z - y;t=1jT - 2).
Debido a la independencia entre Y y C; Hj(y) se puede escribir de la forma:
P(Z -y;z=1,T - 2Z2)

Hi(y) = PT - 2) :®i1P(Y -y;Y -CT -Y)=
Zy7_ d|_ﬁ(t) {
= RIP(T -t - C)dF(t) (1.22)
0

donde ® =P (T - Z), (® >0 en este modelo: ver punto 13).
Si ademas de la independencia entre Y y C se supone independencia entre las
variables T y C, entonces .
Y i _ ¢
Hi(y) =@t L(t)'1§G(t) dF(t):
0
7) La subdistribucion de la variable observada, Z, cuando es una observacion
censurada condicionadaaque T - Z; Hg(y) =P(Z - y;£=0jT - Z):
Si T;Y y C se suponen mutuamente independientes, Hy se puede escribir de la
forma:

P(Z-y;x=0;T - Z)

Holy) = =
0 P(T - 2) z,
= ®P(IC-y;Y _CT-C)=  @!P(T -t-Y)dG(t) =
0
Zya 2, ¢
= @ML(t) 1§ F(th) dG(t): (1.23)

0
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8) La distribucion de la variable de truncamiento, T, condicionadaa que T - Z;
L*(y) =P(T -yjT - 2):
Si T;Y y C se suponen mutuamente independientes, L” se puede escribir como:

P(T -y:T -2) 22 Ho e
L) = P YT =2 i e du - (1.24)

P(T - 2Z) 0

9) La funcion auxiliar C(y) = P(T -y - Z jT - Z) que, debido a la
independencia entre las variables Y y C, se puede expresar mediante
C(y) =®P(T -y - C) o F(yi)¢: (1.25)
Si también se supone independencia entre entre T y C, entonces
cy —eiLy) 1i6yh i Fy) ey 1iHy) T 26)

10) La funcién de azar de Y de..nida por

. dF (y)
_ i Py<Y -y+hijy y) dyy _
r(y>_h1£% h 1 F(yi)

11) La funcién de azar acumulada, que se de..ne a partir de la funcién anterior
mediante la expresion:
Z Z
y Y dF(t)

A = r(t)dt = _

M S
y que, al igual que en modelos anteriores, jugard un papel fundamental para cons-
truir estimadores de la funcion de distribucién de la variable Y; al caracterizarla de

forma Unica mediante la relacion (analoga a (1.3) y (1.13)):

i Y
1 F(y) = e|°c(y) (1 i Afalg) (127)
faij2A = aj -yg

donde A denota la parte continua de A, A el icon&unto de puntos donde A tiene
discontinuidades de salto y A faig = A (ai) i A &' la magnitud del salto de A en
adj:

También es importante de..nir y analizar los siguientes conceptos:

12) Anteriormente hemos de..nido los extremos del soporte de una funcién de
distribucion (ver (1.4)). En el presente modelo tiene interés considerar las siguientes
relaciones:

aq = minfar;agg
by = minfb,:;beg (1.28)
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y también:
ag= = maxfay;a g (1.29)
b|_n = minbe; bH g:

13) ® = P(T - Z) representa la probabilidad de ausencia de truncamiento, es
decir, de la region del plano donde las variables (T;Z) son observables, por tanto
su probabilidad debe ser estrictamente positiva: ® > 0:

Si Y, T y C son mutuamente independientes, ® se puede expresar de las si-
guientes formas:

Z 42y Z4
®=P(T - Z2)= dL(s)dH(t) = L(t)dH(t)
0 0 0
Z17Z4 VA 1,

O=P(T-2)= dHEdLB= 'Ii H(ti)¢dL(t):

1.6 Estimacion de la funcion de distribucion con cen-
sura y truncamiento.

La primera referencia sobre un estimador no paramétrico de la funcién de distribu-
cién F para datos censurados y truncados se encuentra en la revista Journal of the
Royal Statistical Society y esta ..rmada por Turnbull (1976), quien en su trabajo
utiliza una idea sobre autoconsistencia para construir un algoritmo que obtiene el
estimador de méxima verosimilitud de F:

Las primeras propiedades del estimador de Turnbull, que resulta ser un esti-
mador de tipo limite producto, al igual que los de Kaplan-Meier y Linden-Bell,
fueron estudiadas por Tsai, Jewell y Wang (1987), quienes derivaron su compor-
tamiento asintdtico, y por Lai y Ying (1991), que estudiaron la consistencia fuerte
uniforme y la convergencia débil del proceso para una version modi..cada del citado
estimador bajo hipétesis mas generales.

En cuanto a las representaciones casi seguras que descomponen al estimador en
una suma de variables i.i.d. mas un término de error, se deben a Gijbels y Wang
(1993), Zhou (1996) y Zhou y Yip (1999).

A continuacion, expondremos con detalle todas estas cuestiones.

1.6.1 EIl estimador de Turnbull: de..nicion.

Llegaremos al estimador de Turnbull utilizando un procedimiento similar al usado
por Woodroofe para estimar la funcion de distribucion en el contexto de datos
truncados. Por tanto, seguimos los siguientes pasos:
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1. Expresar la funcion de azar acumulada A; en funcién de cantidades empirica-

mente estimables:

) - de—(t)_ y ®IP(T -t - C)dF(t)
YT 2° LiF(ti) o ®IP(T -t-C)(1iF(ti))
_ Prdn.
_ ray (1.30)

Se han utilizado las expresiones (1.22) y (1.25).

Una consideracion importante es que las igualdades anteriores son ciertas si
P(T -t-C)>0; 8t2[ar;y): Sise trabaja bajo la hipdtesis de que Y, T
y C sean mutuamente independientes, esto se consigue imponiendo que

a_ -aq e y< by = minfbp;ng
que constituyen las condiciones de identi..cabilidad de F.
De..nir un estimador de la funcién A:

z
VAHE() N leziymmig X S lizi-yin=1g

M= T nCn(Z3)

(1.31)

P
i=1 i=1 =171 -Zi-Zjg

Para ello hemos sustituido en la expresion (1.30) Hy y C por sus correspon-
dientes estimadores empiricos Hy,, y Cn, dados por

. X 1
Hln (y) = 1fZi -yiri=lg ﬁ
i=1

X 1
Cnly) = Ler, -y-Zigy

i=1

De..nir un estimador de la funcion F, a partir de la relacién dada por la
ecuacion (1.27). Como el estimador A es una funcion en escalera con saltos
en los puntos fZ; = +; = 1g{L, dicha relacion sugiere estimar F de forma que:
A !

1fZ- -y;+i=1g
= 1§ PB—>2- (1.32)
nCn (Zl) i=1 Jn=1 1ij -Zi-Zjg

~N K
1§ Fe(y) = 1
i=1

11
1fZi -yiti=lg Y

estimador conocido con el nombre de estimador de Turnbull.
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Al igual que el estimador de Linden-Bell, en el caso de que se consideren
empates, la expresion anterior se convierte en:

>

tc h'd e
LiFy(y) = I 1
i=1 j=1 1T -Zi - Zjg

. Pn
siendo ei = j—; 1f(z;)=(zi:0)0-

1.6.2 EI estimador de Turnbull: propiedades.

Todas las propiedades que se exponen a continuacion parten de las hipotesis ya
mencionadas de independencia entre Y y (T;C) asi como a. - an:

Propiedad 1.27 El estimador de Turnbull coincide:
a) con el estimador de Kaplan-Meier en el caso de ausencia de truncamiento.
b) con el estimador de Linden-Bell en el caso de ausencia de censura.

¢) con la funcién de distribucion empirica en el caso de ausencia de censura y
truncamiento.

A partir de la expresion (1.32) del estimador y utilizando que cuando no hay
truncamiento todos las fTigiL, toman el valor 0y las (Zj; +i)giL, constituyen una
m.a.s. de tamafio n de toda la variable (Z; ) se obtiene el apartado a):

i=Zj:n -y

i:n]

D 1fZi -yxi=1g
ni(iil)

t N
Li I:n (Y) = I o
i=1 j=1-fTj-Zi- Zjg

(estimador de Kaplan-Meier dado por la ecuacion (1.6)).

El apartado b) se prueba partiendo de la expresion del estimador de Turnbull
(ecuacion (1.32)) y utilizando que cuando no hay censura la muestra (Ti; Zi; i) =
(Ti; Yi; 1); 8i =1;::;n: Asi, se llega al estimador de Linden-Bell (expresion (1.17)):
K wH Lv, -yg 1
NCn(Yi)

wvH o
- tc — = M = i
LiFnly)= i=1 H nCn(Zi) i=1 .

Para probar c) se procede de forma anéloga. Utilizando que T; = 0, (Zj; %) =
(Yi;1); 8i = 1;::;n y nno es aleatorio, sino el tamafio del total de la muestra, se
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llega a
A 1
H T
1i F(y) = v TR S/ Y 1j - =
n U "nidi)
i=1 j=1-+fYi-Yjg i=Yin -y 1 1
B Y“nil _nilni2ni3. nik
- nji+1  n nijlnj2 " njk+1
i=Yjn -y
nijk X1
= =1j —1gy. .
n li:1an|:n yg

P
donde k = max fi=Yi;, - yg (evidentemente k = [L; gy, -yg):

Propiedad 1.28 El estimador de Turnbull tiene forma escalonada con saltos en
las observaciones no censuradas. La magnitud del salto en Z;, dFt°(Z;); es igual a

D ¢
dF(Zi) = ——— 1§ F&¥(Z; 1) :

Fl(Z) i FY(Zi ) =1i FY(ZiY) i 1 FY (Zi)¢ =

A 1 q
h g L lfz;<zit=19 _ ‘9’”1 Lz -z =1g
= i i i —
j:J-A nCn<Zj I) . j:]- nCn(Zj)- ¢
LI | )
_ L 1ij<Zi;ij=j|_g - + ® B 1i F;%C(Zi i)t
i nGazH ' nCa(@) NCn(Zi)

Propiedad 1.29 El estimador de Tu'gpbull es el estimadg no paramétrico de ma-
xima verosimilitud de F; siempre que Jf‘zl ey -zi-zig 0 Jf‘zl Lt(z;45)=(zi:0)g = 0;
para todo los valores Zj con +j = 1; excepto el mayor.

Este resultado se puede ver en Wang (1987).

Propiedad 1.30 Si las variables T y C son independientes, el estimador de tipo
limite producto para la funcién de distribucion H de la variable Z = minfY;Cg
viene dado por

v M a1

ltz, -
LiHFY) = 1li-Z =%

i) (1.33)
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Estamos trabajando bajo la hipotesis de que las variables T, C e Y son mu-
tuamente independientes. Por tanto Z = minfY;Cg es independiente de T vy
a_ - ay. Estas hipotesis constituyen las condiciones de identi..cabilidad de H bajo
truncamiento (ver (1.15); el papel de F ahora lo juega H) y por tanto el estimador
de H se obtiene sustituyendo en la expresion del estimador de Linden-Bell (ecuacion
(1.17)) las variables Y; por las Z;:

Propiedad 1.31 Si b - by y las variables T y C son independientes, el esti-
mador de tipo limite producto para la funcién de distribucién L de la variable de
truncamiento T viene dado por _
A

vH LeTi>yg 1 Y

Ly(y)= li——=t = 1jP
n i=1 nCn (TI) i=1 _?:1 1ij -Ti-Zjg

]
1fTi>yg

(1.34)

Las hipdtesis de trabajo implican que Z = min fY; Cg es independiente de T y
b - by: Estas hipétesis constituyen las condiciones de identi..cabilidad de L bajo
truncamiento (ver (1.19); el papel de Y; con funcién de distribucion F; ahora lo
juega Z; con funcién de distribuciéon H) y por tanto el estimador de L se obtiene
sustituyendo en la expresion del estimador de Linden-Bell de L(ecuacion (1.18)) las
variables Y; por las Z;:

Propiedad 1.32 Si las variables T y C son independientes, el estimador de tipo
limite producto para la funcion de distribucion G de la variable C viene dado por
w M 11

Lfz; - y;ti=0g

1j GE(y) = 1§ — 1139 ara y < by: 1.35

El proceso es analogo al seguido para obtener el estimador F[°; consistente en

encontrar una expresion que caracterice G y que dependa de carﬁidades empiri-

camente estimables. Dicha expresion viene dada por Ag(y) = Oy 1id§((tt)a) que
determina la distribucion G de forma Unica mediante la relacion

Y
1 G(y)=ei%® (1 i A faig) (1.36)
faj2A = aj -yg

donde Ag denota la parte continua de Ag, A el conjunto¢de puntos donde Ag tiene
discontinuidades de salto y Ag faig = Ag (ai) i Ac @' la magnitud del salto de

Ag en a;j: R, 4
Ademas, Oy 1iG((tt)i) se puede escribir como
z z z

YodG(t) 7Y ®FL(t) (1 F(t 1))dG(t) Y dHg (t)

_ B0 ')
o LiG(ti) o ®@L()LiF(yH))(1iGti) o C()
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sin mas que utilizar las expresiones (1.23) y (1.26).

Sustituyendo, en el Gltimo término de la igualdad anterior, Hy y C por sus
estimadores empiricos y utilizando el resultado (1.36) se obtiene el estimador G(y);
paray < by = min fbg;bsg:

Propiedad 1.33 El producto de los estimadores de las funciones 1 § F y 1 j G,
1jFy1jGE respectivamente, es igual al estimador de la funcion 1 j H, 1§ H :

i ¢ ¢
iR 6t =1 § HE

Basta multiplicar las expresiones (1.32) y (1.35) y tener en cuenta que, para
cada i desde 1 hasta n; se veri..ca que +j = 0 0 j = 1. Entonces:

. . H T H M
i re iy g’ o C s Meymmig s ¥ Leziyisog
i=1 i=1
|
= Y Hl i Lfz; -yg Y H i Lfz; -yg
i=tj=1 nCn(Zi) i=£;=0 nCn(Zi)
wH lfz
_ - i-yg — - tc .
= 1 i —ncn(zi) 1 i Hn (y)

i=1

Propiedad 1.34 Supongamos que S =1 j F es continua y la funcion de distribu-
cion conjunta de (T;C) es continua. Ademas P (T -a) >0y P (C_b) > 0:
Denotando por S°(y) =P (Y _yjY _a)y

A 1

Y A )
lfz. cypi =

S;tC(y> _ 1j Pn fZi<yti=1g

j=1 1152 - 749

i=Z;_a

se veri..ca, globalmente en el intervalo [a;b]; que:
pﬁiSﬁtC i Sn¢ iz

donde Z es un proceso Gaussiano de media cero y funcién de covarianzas dada por

VA

Nt o
Cov(Z(y):Z(t) = S°(y)s*(t)  9HE(S)

a  (C(s)?

con y Mt = min fy; tg:

Esta propiedad de convergencia débil sobre intervalos compactos fue probada
por Tsai, Jewell y Wang (1987).
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Propiedad 1.35 Se consideran las funciones Con (S) = ﬁ P}\'zl 1ﬁj -s-Cjg Y
Con(s) = ,fl N 1 175 - ¢y <sgs donde (Tj;Yi; Ci) i =1;2;::; N es el vector aleatorio
(de datos completos (no observables)) que genera la muestng observada (de tamario
n) mediante truncamiento. Supongamos que liminfy s 1 i1 (CON + Cgn )dF es
estrictamente positivo.

Si denotamos por F(yju)=P (Y -yjY >u); por

o Y Lz -yti=1
Fro(y) =11 L Py
i=Zi>u i=1 1T - Zi- Z39

Y Z1:n; Z2:n; 5 Znen €S la muestra ordenada de los valores observados fZig{‘zl; en-
tonces, paracadac>0; 0<®<1y0< <1; se tiene
sup Fas(y) i F(Yju) =uU - Zrppns Y >U; min Cp(s) . cn®

u<s-y

-0

2 )

donde [ n] es la parte entera de n:

Lai y Ying (1991) son los autores de esta propiedad de consistencia fuerte
uniforme.

Propiedad 1.36 Bajo la suposicién de que la distribucion F sea continua y si
a_ <ay, severi.ca, paracaday =ay -y - b<by; que

tc 1 X
Fa(y) =F) ++  »iy) +rly)
i=1
donde
Lez; -ymi=ig ZylfTi't'Zig algy
»i(y) =1 1i F(y)) W i . WdHl(t) (1.37)
y
Hlnn1T N
sup jrap(y)j = O — C:S:
w 0O-y-b n
# s -
E sup jra(y)i = O ni ; para ~ >0

0-y-b
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Este resultado, obtenido por Gijbels y Wang (1993), constituye una repre-
sentacion casi segura del estimador de Turnbull, bajo la hipétesis de a, < an;
que logra un orden Inn=n para el término de error. Esto les permite aplicar el
resultado al estudio de estimadores no paramétricos de las funciones de densidad y
de razon de fallo.

Una aplicacion méas inmediata de la representacion casi segura es la demostracion
de la convergencia débil del proceso n'? |Frﬁc(y) i F(y) , propiedad que enun-
ciamos a continuacion:

Propiedad 1.37 En las hipotesis de la propiedad anterior, el proceso n'=? IFrt]C iF
converge débilmente a un proceso Gaussiano de media cero y funcién de covarianzas
Z yn .
(i F(y)(1i F(1) . (C(s))*“dH (s)

en el intervalo [0;b] con b < by:

Propiedad 1.38 Si las variables T y C son independientes, las distribuciones F,
G y H son continuas, y se veri..ca alguna de las dos condiciones siguientes:

I) aL < apH

i)a =any . &dH <1

entonces, se tiene

1 X
Far() =F )+ »ily) + ()
i=1

uniformemente en ay - y - b <by; donde »;(y) esté de..nido segin (1.37) y

NN SRR )
sup J"n(Y)JZOln'lln1+ n cs: para > =
ay-y-b 2

Esta representacion casi segura, demostrada por Zhou (1996), extiende la obteni-
da por Gijbels y Wang (1993) al caso a_ = ay Y representa una generalizacion de
la representacion dada por Stute para el estimador limite producto de la funcion de
distribucion para datos truncados al contexto méas amplio de censura y truncamien-
to, que ademads, mejora el orden del error.

Recientemente, Zhou y Yip (1999) han mejoriado este L]I&imo resultado obtenien-
do un orden 6ptimo para el error, dado por O nillnlnn c:s: Ademas, en dicho
resultado no imponen la hipotesis de independencia entre las variables T y C.
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Capitulo 2

Estimacion no parameétrica de
la funcidon de distribucion
condicional en presencia de
censura, truncamiento y
censura con truncamiento.

En mdaltiples ocasiones interesa explicar la relacion existente entre una variable
respuesta Y y una variable explicativa o covariable X. En este contexto, uno puede
plantearse estimar la distribucion conjunta, la curva de regresion o la funcion de
distribucion de Y condicionada a X, entre otras caracteristicas relevantes. Ademas,
la estimacion de las funciones anteriores puede llevarse a cabo desde dos dpticas
distintas: la paramétrica y la no paramétrica.

En este capitulo estudiaremos la estimacion no paramétrica de la funcion de
distribucion de Y condicionada a X en presencia de censura, truncamiento y cen-
sura con truncamiento. Si bien previamente expondremos el contexto de trabajo
y algunas propiedades relevantes de la estimacién no paramétrica de la funcién de
distribucion condicional para datos completos, que mas tarde seran necesarias en
la demostracion de nuevos resultados.

ol



52 Capitulo 2.  Estimacion de la funcion de distribucion condicional

2.1 Estimacion no parameétrica de la funcion de dis-
tribucion condicional.

Supondremos un contexto de trabajo en el cual X e Y son variables aleatorias
(disefio aleatorio), continuas y unidimensionales, y se dispone de una muestra ob-
servada f(Xi; Yi)giL, i.i.d. segin (X;Y ): Se quiere estimar la funcion de distribucion
de Y condicionada a X; de..nidapor F(yjx)=P (Y - yjX =Xx):

Para abordar esta estimacion desde el punto de vista no paramétrico, se suele
utilizar la propiedad de que la funcién de distribucién condicional es la esperanza
condicionada a X de la variable indicadora 1gy .yg, €sto es

. i .
F(yix)=E Ley .yg ] X =X ;

lo cudl permite estimar F(y j X) mediante las técnicas usuales de estimacion no
paramétrica de la curva de regresién, sin mas que tomar como variable dependiente
la variable indicadora 1¢y . yg.

Ya hemos comentado en la introduccién de esta memoria que entre los procedi-
mientos de estimacion no paramétricos disponibles utilizaremos el tipo nicleo con
pesos de Nadaraya (1964) y Watson (1964) por ser uno de los méas apropiados en
el contexto de disefio aleatorio y por disponer de resultados tedricos de interesante
aplicacion.

Concretamente, dada una m.a.s. f(X;; Yi)gpzl; el estimador de Nadaraya-
Watson de la funcion de regresion g(x) = E (Y j X = x) viene dado por:

P 2

LK XY X

gn(X) = P 3x-x- = Bni(X)Yi
n oK XiXj _

j=1 h i=1

donde K es una funcion nucleo (funcién real, continua, acotada, simétrica y que
integra 1) y h el conocido parametro de suavizacion o ventana de la estimacion no
paramétrica.

Intuitivamente, gn(X) no es mas que un promedio local, es decir, g(x) se estima
por una media ponderada de valores Y;j; donde las ponderaciones, Bpi(X); tienen
en cuenta la distancia entre los valores de X; y X, y el parametro de suavizado,
h; es el encargado de regular el tamafio del entorno de x donde se pondera. Un
entorno demasiado amplio producird una curva “sobresuavizada”, dando lugar a
una estimacién de g sesgada. Por el contrario, si el entorno es demasiado pequefio
se producira una “infrasuavizacion” o estimacion de excesiva variabilidad que se
traduce en una curva ¢, con numerosos picos. Aqui se pone de mani..esto el impor-
tante problema de la seleccion del parametro de suavizado, para tratar de encontrar
un equilibrio entre sobre e infrasuavizacion.
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Obviamente, el estimador tipo nucleo de la funcion de distribucion condicional
F(yjx)=P (Y -y]jX =Xx) vendra dado por:

3 -
P

N . ?:1 K XX 1in -yg X

Fa(yjXx) = P, X1 % = Bni(X) 1y, -yg (2.1)

i ¢
sin més que tener en cuenta que F(y jx) = E '1fy ygJ X=X

Algunas propiedades importantes del estimador de Nadaraya-Watson para la
funcion de distribucion condicional se detallan a continuacion. En todas ellas m
denota la densidad marginal de la variable X; que se supone existente.

Propiedad 2.39 Bajo las hipdtesis:
i) p(x) y F (y j x) son funciones continuas en x:
i) jK(t)jdt< Ly limew 1 tK(t) = 0:
ii)h T 0ynh ¥ 1 cuandon ¥ 1:
se veri..ca que:

Fa(yjx) i® F(yjx) paracaday2R

Esta propiedad de consistencia se puede ver en Hardle (1990) y es un caso
particulari de la consistengia del estimador de la funcién de regresion g; tomando
g(x)=E 1fY-ygjx:X .

Propiedad 2.40 Suponiendo que:
i) m(x) y F (:j x) tienen derivadas de segundo orden continuas en un entorno
de x y uniformemente acotadas.
ii) K es una densidad simétrica acotada de media cero con soporte compacto.
ii)h T 0ynh ¥ 1 cuandon ¥ 1:
Entonces, en todo punto x tal que m(x) > 0; se veri..ca
3 -

sup Fn(y jX) i F(Yjx) =0p (nh)i*? +0O(h?)
y2R

Es el Teorema 3.2.2 de la Tesis de Presedo Quindimil (1991).

Propiedad 2.41 Bajo las hipotesis:
i) m es acotada y existe un intervalo | = [X3; x| contenido en el soporte de m
tal que

inf (m(x):x21] _ >0
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Ademas, m es uniformemente continua sobre un intervalo abierto que contenga a
l:

ii) F(y j X) es Lipschitz continua en x, uniformemente en y, esto es: existe una
constante C > 0 tal que

sup F(yjx) i F(yjx) - Cxix
Yy2R
iii) La funcién nudcleo, K, es una funcién de densidad Lipschitz continua de or-
den 1; y existen constantes positivas: L; e; - e de forma que e; - supy;. jK(t)j -
€y
iv)h ¥ 0 ylnn=(nh) ¥ Ocuandon ¥ 1:
Se veri..ca que

— — 3 -

sup_ Fn(yjx) i F(yjx) =0 (nn=(nh))*? +0(h) cs:
y2R; x21

Este resultado de convergencia fuerte uniforme se deriva de Cheng y Cheng
(1987).

Propiedad 2.42 Si se veri..can las condiciones:
h1l) Sea | = [x1;X2] un intervalo contenido en el soporte de m veri..cando que

0<°=inf IM(X): X2 Iy <sup[m(X):x2 1] =T'<

para algun entorno I, = [X3 j ;X2 +tjcon >0y 0<z['<1:

h2) Las funciones m(x) y F(y j X) tienen primera derivada respecto a x continua
y acotada en (y;X) 2 R £ I,:

h3) Las funciones m(x) y F (y j X) tienen segunda derivada respecto a x continua
y acotada en (y;X) 2 R £ I4:

h4) La funcidén nucleo, K, es una funcion de densidad simétrica, que vale 0
fuera del intervalo (j1;1) y su variacion total estd acotada por , < +1.

h5) El parametro ventana h = hy, veri.ca: h ¥ 0y Inn=(nh) ¥ 0:

Entonces:

— 3 -

sup Falyix) i F(yjx) =0 (nn=(nh)? +0(R?) cs:
y2R; x21

Si ademas imponemos nh®=Inn = O(1) se tiene:
_ - .

sup Fn(yjx) i F(yjx) =0 (Inn=(nh)*  cs:
y2R; x21
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Resultado probado por Dabrowska (1989) para funciones de supervivencia condi-
cionales de variables no negativas: S (y jX) =1 j F (y j X); en un contexto de cen-
sura, pero que se veri..ca también para cualquier funcion de distribucion bajo las
hipdtesis enunciadas.

Este resultado de convergencia fuerte uniforme sera clave en la demostracion
de posteriores resultados novedosos y por ello detallamos su demostracién (para
funciones de supervivencia de v.a. no negativas):

Sea C (4;¥), o = (Ug;U2;:55Ug,); ¥ = (V1;V2;i5Vg,); 01 . 1 g2 . 0; una
funcion de distribucion conjunta sobre [0; 1]""%con marginales uniformes y sea Cp,
la correspondiente funcién de distribucién empirica para ungmuestra de tamafio n.
Rara cualquier rectangulo R ¥z [0; 1]%7% tenemos C(R) = RdC(u;v) y Ca(R) =

r dCnh(u;Vv) y podemos considerar la diferencia de ambas medidas que denotaremos
®n(R) =Cn(R) i C(R): Q Q

Consideremos ahora rectangulos de la forma Ry, = ~i%; [Uiy; Ui, )£ 72, [vj;; 1]

y sean

P— . . . .
Wh(a) =" nsupfi®n(Ryy)j=0 - vj1 - L;j Ui, i Ui, j- &g

(@) = sup C(Ruyv)

T0-vj1 - Ljuiy iuij-aig

donde a = (ar;az; i ag,) 2 [0;1]%:
Dabrowska prueba (ge?:?ralizando urbresultado de Stute) el siguiente resultado:
Seas>0 talque 2= n - s - g n¥%(a) donde e, < +1, entonces existen

constantes ¢1;c> = 0 veri..cando:

Yo Rz

_C2S

P (wn(a) >s) - exp i @

(2.2)

—
>~

(min a;)%

~—

Volvamos ahora a nuestro problema:

Tenemos Y una v.a. no negativa, con funcién de supervivencia condicionada a
X=x,S(tjx)=1jF(tjx)=P (Y >tjX =x)ysupongamos Y y X continuas
con distribucion conjunta M (t; ).

Utilizando la transformacion cuantil obtenemos M(t;x) = C(My(t); M2(X)),
siendo Mq; My las funciones de distribucién marginales de M. Las distribuciones
marginales de C son uniformes en [0;1]: Para las distribuciones empiricas obten-
emos, con probabilidad 1, Mp(t;X) = Cnh(My(t); M2(X)) y por tanto Mu(t;X) i
M (t; X) = Cn(M1(t); M2(X)) i C(M4(t); M2(x)) con probabilidad 1. Si ahora con-
sideramos los intervalos

R=[t;to] £X1;%2] Yy T =[Mi(t1); M1(t2)] £ [M2(X1); M2(X2)]
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y sus respectivas medidas tedricas y empiricas obtendremos, con probabilidad 1,
que

n(R)=Mn(R) i M(R)=Cn(T) i C(T) =@®n(T):

Por otro lado la expresion del estimador ndcleo con pesos Nadaraya-Watson de
S(tj x) se puede escribir como Sp(tj x) = mit(x)An(t; x); donde

3 il z M 11
. 1 X X i Xi 1 Xju
An(t;x) = o e gk Ih r = n Ly>tgK rll dMn(y; u)

i=1
y
M q
1 X X i Xj .
mn(x)—mj:lK H = An(0; X)

mn(X) es el conocido estimador de Parzen-Rosenblatt de la densidad de X (Rosen-
blatt (1956), Parzen (1962)).

También ocurre que

Z
. . m(y; x
S(tix) = leysggM(yjx)dy = 1fy>tg#x)dy:
R
~ lgsggm(y; )y A(tx)
a m(x) - m(x)
donde
Z
At X) = lgysegM(y; X)dy =S (tj x) m(x)
y
m(x) = A(0; X)
Observemos que
' #
M T M 1.
- 1 X X i X 1 XiX
EANLX) = E = lry> oK 'h ! = tE LK 'h -
i=1
B z ux : u'IT
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Entonces
Arz(t, X) i EA;T t; X) T . " T
1 Xju 1 X ju
= 5 Liy>tgK + dMn(y;u) i n Ley>gK r'] dM(y;u) =
1 z Hx i u‘IT
= ¢ lysgK == [dMayiu) § dM(y;u)] (2.3)

y utilizando que las variables son continuas y haciendo integracién por partes, obte-
nemos que

L : T2
(2:3) = n K h Liy>tg [Mn(Y;u) i m(y;u)]dydu =
l—{z—1} |2 {z }
z 22,4 T
- n (Mmp(y;0) § m(y;d))dydd dK Xid
h u B t h

R u
f(t)dt es

donde B representa el intervado comprendido entre X y u (puesto que

una primitiva de f(u), 8x) y se restringe al intervalo (x j h;x +h).
Llamando R(t;x;u) = [t; +1) £ [min(X; U); max(X; u)] obtenemos:

~

"An(tX) § EAR(EX)

4 V1 q1-

1- - oy Xiu -
— H;z” L (R(Ex;u)) dK r: ; -
= L e (T(Mu(t: Moo ar M (M) )

(2.9)
donde w 2 [M2(x j h) i M2(X); Ma2(x +h) i Ma(X)].
Ademas, si X 2 |;

(2:4) - sup@n(T)j 2
T2J
donde
J =FT =[s;1] £ [v1;Vv2] =0 - s - 1;jv1 i V2j - 2T'hg
puesto que
viivej - jMz(X) +w(max) i (Mz(X) +w(min))j =
= jMz(X+h) i Mz(X) i Mz(X i h)+M2(X)j
— jMa(x+h) i Ma(x i h)j = jm(»)jj2hj - 2Th:
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LLamando kék = supyp.4 1 g, j¢i, obtenemos

- sup jn(S)j 2
T2J

y utilizando el resultado dado por (2.2) se tiene que

33 3 H L
P °Ani EAR°>" - P supj®(S)jz=>" =
“TZJ h q
_ . ) _h
= P pn supj®n(S)j>pn"— -
T 2‘:l Y .
LS gl
orh P V20
o oup Y 0 a
= C—lex w :C—lex ©'Conh"2
siempre que 2 - PEPRb y Pren . e Prorn para alguna constante positiva eo:
w2 y . : .
Tomando " =c¢ 5 , € >0, las condiciones anteriores signi..can:
—_P_h _
2 - PpPrl. O 2. - ¢(nhlnn)¥?
y
K 1=
— h _ |
IOn"— - eopn2Fh Oc 2—; - 2l

5

que se veri.caran sih ¥ 0; nh ¥ 1 y Inn=(nh) ¥ 0; y bajo estas hipotesis
obtenemos:

1 3
¢, © d nh"2a ) G _cdnhc?lnn &
— eX = — X —_— =
h P 172 h P 17 hh
0 © a
G -0 a2 0 )
= -=exp jCC Inn = CIW' (25)

h

Eligiendo ¢ de forma apropiada conseguimos que (2.5) sea sumable, y aplicando el
lema de Borel-Cantelli se llega a

=0 — C:S: (2.6)
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o o

Estudiemos a continuacion el orden de °EA, j A°. Conviene trabajar con la
expresion de EA,(t; x) del modo siguiente:

N
=
=

m(u) du 2.7)

b e

Haciendo un cambio de variable 14 = z y utilizando un desarrollo de Taylor de
orden 2 para S (tj¢) y men el punto x (x 2 ), obtenemos:

z
(2:7) = K(z)S(tjx i hz) m(x j hz) dz =
z 91 . 1T
=  K(z) S(tjx)ijS"(tjx)hz+ Mhzzz +0(h®) £
M il

£ m(x) j m(x)hz +@h222 +0(h®) dz
_ sitjomx) K()dz i h's(tjxmix) + St xomx) £
Z
£ zK(z)dz +
M, 1 T
+h? §S(tjx)m°°(x)+§S°°(tjx)m(x)+S°(tjx)m°(x) £
Z
£ 2°K(z)dz +0O(h®)

Utilizando las hip6tesis sobre la funcion ncleo y sobre la acotacion de S% m?; S¥
y m” respecto a x se tiene de modo uniforme en [0; +1.) £ 1

EAR(t;X) = S(tjx)m(x) + O(h?)
Por tanto

o o

SEAn(t:X) i At;x)° = O(h?)
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que junto con (2.6) prueba el resultado deseado de

Ap o Tt
+0(h?) cs:

o
o

°An(t;x) j A(;x)° =0 N

‘nh

Si ademas nh°=Inn = O(1) se tiene
Mo T - M s T2

Inn
2_ _— — _— frg
h nh Inn o)
es decir ~
° . 5 A“ln nﬂl:2 '
CAn(tX) § A(t;x)°=0 o c:s:

o

En realidad estamos interesados en el orden de gSAn(tj X) i S(tjx))°: Teniendo
en cuenta la siguiente descomposicion:
. . An(t;x) _ A(t;x)
Sh(tjx)iS(tjx) = i =
n(J )' (J ) mn(X) 1 m(X)
An(t;x) § At x)  (M(X) § Mp(X)) A(t; X)
Mn(X) Mn (X)M(x)

y que m(X) j Mn(X) es 4n caso particular de A(t;x) i An(t; x)gpara t=0, el orden
de °Sn(tj %) i S(tjx))°coincide con el de °An(t;x) § A(t;x)°:

2.2 Estimacion no parameétrica de la funcion de dis-
tribucién condicional con censura.

La estimacion no paramétrica de la funcion de distribucion condicional para datos
censurados ha sido estudiada por varios autores. La de..nicion de un estimador
limite producto condicional, también llamado generalizado, para dicha funcién se
puede ver, por primera vez, en Beran (1981). Dependiendo de que el disefio sea ..jo
o aleatorio y del tipo de pesos de la estimacion no paramétrica se estudian distintas
variantes y propiedades del estimador, entre las que cabe citar: la consistencia
uniforme débil y fuerte probada por Dabrowska (1989) para un contexto de disefio
aleatorio con pesos del tipo Nadaraya-Watson; una representacién casi segura del
estimador condicional, también en disefio aleatorio pero con pesos del tipo k puntos
proximos derivada por Akritas (1994); las representaciones casi seguras estudiadas
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por Gonzélez Manteiga y Cadarse Suarez ¢1994) y Van Keilegom y Veraverbeke

1 = . ~ .
(1997a) cuyo orden de error es O "r]—r? =4 ; para un contexto de disefio ..jo con

pesos del tipo Gasser-Mdller y, como consecuencia de ellas, la normalidad asintética
del estimador y la convergencia débil del proceso.

Antes de exponer con detalle estas propiedades, presentaremos el modelo de cen-
sura aleatoria por la derecha con covariables, y derivaremos una expresion general
del estimador limite producto condicional.

La modelizacion de una situacion de censura con covariables tiene en cuenta,
ademas de las variables: Y tiempo de fallo, C variable censura, Z = minfY; Cg
variable observada y + = lgy .cq Variable indicadora de fallo; otra variable X
denominada covariable, cuya relacién con Y se pretende analizar. Generalmente
esta variable se observa al comienzo del estudio de seguimiento y por ello los modelos
mas habituales suponen que la censura no afecta a las covariables. Es por esto, que
observaremos una muestra del tipo

T(X1;Z1;41); (X2;Z2;12) 5155 (Xni Zni tn)0
donde Zj= miani;Cig y %= 1in -Cig

En este modelo de censura con covariables se pretende de..nir un estimador de
la funcion de distribucién de Y condicionada a X, por ello debemos considerar las
funciones de...nidas en el capitulo anterior para el modelo de censura, pero de modo
condicionado a X. Asi tenemos:

1) La funcién de distribucion de la variable tiempo de fallo condicionada a
X =% Fyjx)=P(Y -yjX=x)ysu funcién de supervivencia o ..abilidad
condicional, S(y jx) =1 j F(yjx)=P (Y >yjX =Xx):

2) La funcion de distribucion de la variable de censura condicionada a X = X,
G(yjx) = P(C - yjX =x)y su funcién de supervivencia o ..abilidad condi-
cional, 1 j G(yjx) =P (C>yjX =Xx):

3) La funcién de distribucion de la variable observada Z condicionada a X = X,
H(yjx) =P (Z - yjX =Xx)ysufuncién de supervivencia o ..abilidad condicional,
1iH(yjx).

Bajo la hipotesis, habitual en este modelo, de

| Y y C condicionalmente independientes a X | (2.8)

se tiene (de forma analoga a (1.1)) que
LiHyjix) =0 iFyix)1iGyjx): (2.9)

4) La subdistribucién de la variable observada, Z, cuando es una observacion
no censurada condicionada a X = X

Hi(yjx)=P(Z - y;t=1]X =X):
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Esta funcion bajo la hip6tesis (2.8) se puede escribir (de forma analoga a (1.2)) de
la forma

T A | S
Hi(yjx) = 1iG(tTjx) dF(tjx): (2.10)

0
5) La funcidén razon de fallo acumulada condicionada a X = x

Zy dF (tj x)

MWPI= TiFE 0

que determina de forma Unica la funcion de distribucion F(y j x) mediante la
relacion:

. Y
1jF(yjx)=ei®tm (1§ Afajjxg) (2.11)
faj2A = a;j -yg

donde A¢(y j X) denota la parte continua de A(y j xX), A el conjunto dei puntog
donde A(y j x) tiene discontinuidades de saltoy Afaij jxg=A(aijx) i A a' jx
la magnitud del salto de A(y j X) en a;:

Precisamente, la forma mas habitual de de..nir el estimador limite producto
de la funcion de distribucion condicional es derivarlo a partir de un estimador de
A(y j X) y de la relacion (2.11), mediante el procedimiento ya familiar de:

1. Expresar la funcion de azar acumulada condicional A(y j X); en funcién de
cantidades estimables: para cada X ..jo, si Y < byy(;jx); Se veri..ca que

z

. Y dHy(t]j x)
A X) = — T 2.12

Esta expresion se obtiene de forma totalmente analoga a la ecuacion (1.7) del
capitulo anterior, pero utilizando las relaciones del caso condicional dadas por

(2.9) y (2.10) en lugar de (1.1) y (1.2), respectivamente.

2. Estimar H(y j X); y Hi(y j X) mediante estimadores no paramétricos de
funciones de distribucion condicionales, esto es:

) ) X

Ha(yix) = Bni(X)1¢z; -yg
i=1

R ) X

Hin(yjx) = Bni(X)1fz; - y;;=1g
i=1

donde Bpj(x) denotan los pesos de la estimacion no paramétrica.
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3. Sustituir H(tj x) y Hy(tj x) por Hn(tj X) y Hin(tj X) en la expresion (2.12)
para obtener un estimador de A(y j X); cuya expresion seré

Z N .
Ac (YJ X) _ y dH1n<tJ X) _ X 1.Bi -Y; ti=lani(X)
" o 1ij I_A|n(t ijx) i=1 Lij ?Zl 1ij<Zianj (X)
4. Estimar F(y j X) mediante
~ YIJ‘ ]. PR B i(X
LIRSy = 1 -Reeate i)
_ Y BryiamieBe®) (2.13)
i=1 1 i anl 1ij <Zianj (X)

debido a la relacion entre F(y j X) y A(y j x) expresada por la ecuacion (2.11)
y al hecho de que el estimador Af(y j X) es una funcion en escalera con saltos
en los puntos fZj = Yj = j = 1gjL; :

Aunque para nosotros fBpi(X)giL, denota una sucesion de pesos nlcleo del
tipo Nadaraya-Watson, cualquier otro tipo de pesos no paramétricos pueden ser
considerados, por ello la expresion (2.13) proporciona una formulacién general del
estimador de la funcién de distribucion de Y condicionada a X = X bajo censura,
llamado generalmente estimador limite- producto condicional o generalizado (LPC).

A continuacion detallamos las propiedades mas interesantes del estimador LPC
con censura, que como ya hemos dicho al principio de esta seccién han sido derivadas
en diversos contextos.

Propiedad 2.43 El estimador LPC de..nido en (2.13) coincide:

a) con el estimador tipo nucleo de la funcidén de distribucion condicional (para
datos completos) en el caso de ausencia de censura.

b) con el estimador de Kaplan-Meier en el caso de ausencia de covariables.

A partir de la expresion (2.13) del estimador y utilizando que cuando no hay
censura todos los + toman el valor 1 y las Z coinciden con los valores de Y se llega
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a
‘?’A x) !

- i 1fY--yani X
LiFa(yix) = 1§ —Pg =
" =1 X i Jn=1 Levj<vigBnj (X)'

- Yooli |:>1n=1 L#v; - vigBnij (X)
vy A j=1 Lev;<vigBnj (X)
A P |
Y 1 B (%)
— ! pl=] _
vy 11 jE1Bap(X)

1i Bn[1]<x) Li Bn[1]<x) i Bn[2]<x)
1 1 i Bnpyy(x)
£.__1 i Boy(X) 1 20 i Bri13(X) i Bnpg(X)
1§ Brg(¥) i =0 i Bagig(X)

= 1iBny®X) i:iBakiyX) i BagX) =
X .

= 1j 1in-yani(X> =1i Fn(yJ X)
i=1

donde Bpyj;(X) denota el peso correspondiente a Xjj.n que es el concomitante asocia-
do al j-esimo estadistico ordenado Yj:n y siendo trivialmente k = max fi=Yi.n - yg.
Esto prueba el apartado a).

El apartado b) se demuestra facilmente teniendo en cuenta que en ausencia de
covariables Bpi(x) = £ para todo i. De este modo la expresion (2.13) queda

A 1
. ) h'd Lez oy +im1gs
Lo - ¢ 1Bl
i=1 1 j=1 ij<Zigi
v H Lfz; - y, ti=1g

- n j rango(Zi) +1

coincidiendo con (1.8), expresion del estimador de Kaplan-Meier.

Propiedad 2.44 El estimador LPC tiene forma escalonaga con saltos en las ob-
servaciones no censuradas. La magnitud del salto en Z;;dF5(Z; j X); es igual a
2 -

R L (A

dF/\CZ--X:/\—
n(4i1%) 1§ Hh(Zijx)
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Esta expresion se obtiene al calcular FS (Z; j x) i FS(Z; 1 j x) utilizando (2.13):

Fr(Zijx) i FR(ZTix) =

3 .
= 1iAF}?<Ziijx)i 1iF}$(Izijx>A= .
¥ lz<zigtiBnj (%) ) ¥ L Ltz; - z;g%j Bnj (X) )
= ~ - 1 1 ~ -
- 1§ Hn(Zjjx) i1 1§ Hn(Zjjx)
5 & 1 #
_ @‘9’ 1 1fzj<ZiQiJ' Bnj () A 1:i1t +iBni(X) _
= 2 - i P ———
j=1 Cn(zj j X) 1iHn(ZijXx)
2 -
A _ i'B .
- RNz jx) o)
1§ Hn(Zijx)

Propiedad 2.45 El estimador LPC para la funcion de distribucion de la variable
censura C condicionada a X, G(y j X); viene dado por

K

1§ GE(yij v 1

i Gh(yix) = i
i=1

1fZi -y, iiZOani(X)
LiHn(Z"]x)

Es inmediato sin méas que tener en cuenta que una observacién censurada de Y;
corresponde a una observacion no censurada de C; y viceversa.

Propiedad 2.46 El producto de los estimadores LPC para las funciones de su-
pervivencia de las variables Y y C coincide con el estimador no paramétrico de la
supervivencia de la variable Z, es decir

3 -3 -

LiFS(y) 1§Gi(y) =1iHn(y):

Explicitando las formulas del primer miembro de la igualdad anterior se tiene

‘?’“1 _lizi.y: iizlani(X)ﬂYul _Lzi-y; iiZOQBni(X)ﬂ
i — )

i1 1iHn(Zi"jx) LiHn(Z " jx)
YIJ 1fZi-yani(X) T[ X

= 1j — =1ij Bni (X)Lfz; - yg:
i=1 1iHn(ZiIJX> i=1 m(>fz Y9

El daltimo paso se obtiene de igual forma que la propiedad 2.43a).
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Propiedad 2.47 Supdngase un contexto de disefio aleatorio donde X es unidimen-
sional y absolutamente continua con funcién de densidad m(x). Sea FS(y j x) el
estimador LPC con pesos del tipo Nadaraya-Watson.

Si se veri..can las condiciones:

i) Sea | = [X1;X2] un intervalo contenido en el soporte de m veri..cando que

0<®°=inf IM(X): X2 Iy <sup[m(X):x2 1] =T'<

para algin entorno I, = [X1 j ;X2 +2jcon+ >0y 0 <[ < I:

Ademas, existe T tal que inf [(1 § H(T jx)) :x2 1] _ p>0:

ii) Las funciones m(x); H(y j X) y Hi(y j x) tienen primera derivada respecto
a X continua y acotada en (y;x) 2 [0;+1) £ I4:

iii) Las funciones m(x ) ( x) y Hi(y j X) tienen segunda derivada respecto
a X continua y acotada en 2[0;4+1) £ 1y

iv) La funcion nucleo, K, es una funcién de densidad simétrica, que vale 0 fuera
del intervalo (j1;1) y su variacion total esta acotada por , < +1.

v) El pardmetro ventana h = h, veri.ca: h ¥ 0y lnn=(nh) ¥ 0

Entonces:

sup JES(YIX) i F(yix)ji¥ o
[0;TIEL
Si ademas imponemos nh®=Inn ¥ 0 se tiene:
3 -

sup jFS(Y]X) i F(yjx)j=0 (Inn=(nh))'"? cs:
[0;TIE

Este orden de convergencia uniforme fuerte se debe a Dabrowska (1989).

Propiedad 2.48 Supdngase un contexto de disefio aleatorio donde (X;Y ) es una
v.a. absolutamente continua y M denota la distribucion marginal de X. Sea
Ifrﬁ(y j X) el estimador LPC con pesos del tipo k-vecinos proximos con funcion
nlcleo K(u) = 0:5¢ 1¢; 1<u<ig-
Si se veri..can las condiciones:
i) Las densidades conjuntas f(u;z) y f(u;1;z) de (M(X);Z) y de (M(X);£;2)
respectivamente, son dos veces contlnuamente dlferenC|abIes con respecto a u, y
Z o - a
sup f'(u;z) =0<u<1 dz < 1
Z o - a
sup fP(u;1;z) =0<u<1 dz < 1A:
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i ¢, i ¢.
i) La sucesion h = (hp), o Veri..ca que nh3 "mhit®% g y nh® |loghil ity
Entonces para 'y - Tx; < byjx;)se veri..ca que:
e ) 1 X
Faly 1 Xi) =F(y ] X+ 0 1»,- (3 Xi)0:5 ¢ L ;) § M gj -hg T M (Y3 Xi)
J:

donde

»j (v:Xi)=(1iFyjXi))E£

L£zj -yixi=1g Zy Lt-zjg dH4(tj X )
B 2 b e M tjXi) ;
LiHZ X)) ' o (17 H(tj X)) (X
5 .
sup Fjrn(y; Xi)j= 0 - y - Tx,;i=1;2;:5ng=0 nit? cs:

y M es la distribucién empirica de los X;:

Este resultado, debido a Akritas (1994), constituye una representacion casi
segura del estimador LPC que permite escribir la diferencia entre dicho estimador
y la funcion de distribucion condicional como una suma de variables independientes
ponderada por los pesos no paramétricos, mas un término de error cuyo orden es
conocido. El orden obtenido por Akritas es un poco pobre, pero su..ciente para sus
demostraciones, ya que el presente resultado forma parte, en su articulo, de otro
mas general: la de..nicidn, representacion casi segura del estimador y convergencia
débil del proceso asociados a la estimacion de la funcion de distribucion conjunta
del vector (X;Y):

Propiedad 2.49 Supdngase un contexto de disefio ..jo sobre el intervalo [0;1] : O -
X1 - I - Xn - 1; con observaciones f(xi; Zi; ti)gi,. Sea FS(y j x) el estimador
LPC con pesos Bni(x) del tipo Gasser-Miller.

Si se veri..can las condiciones:

i) max;jjXi i Xij1j = O(1=n):

i) Las funciones F (y jXi) y G(y]X;j); i = 1;:::;n; pertenecen a las familias
fF (yjx)=x2]0;1]gy fG(y j X)= x 2 [0; 1]g respectivamente, que son continua-
mente derivables respecto a y para cada x y dos veces derivables con derivada se-
gunda acotada (uniformemente en y) con respecto a cada X, i = 1;2;:::;n.

iii) La funcion ndcleo, K, es una funcién de densidad, simétrica, positiva, de
soporte compacto y Lipschitz- continua de orden 1.
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iv) La sucesion h = (hp),on Veri.caque : h ¥ 0, Inn=(nh) ¥ 0y nh®=Inn =
O(1):
Entonces paray - T < byjx) S€ veri..ca que:

) X
FayixX) =F(yjix)+  Bni(X)»(y;X) 4+ rn(y; X)
i=1

donde
= - 1fZ--y-+-:19 z y 1'ft-ng dH ®
»i(y;X) = (1 i j X T . tjx) ;
i(y;x)=(11F(yjx) T HZI0 | o 13 H(E) ) 1(tj x)
y ~
AHI '"3:4'
@y )j=0 —O cs:
Q?;ll.)‘rj nmJe nh
3, ¢ -
Esta representacién casi segura cuyo orden de error es O "’r]—r? e

puede ver en Gonzalez Manteiga y Cadarso Suarez (1994) y Van Keilegom y Vera-
verbeke (1997a). Como consecuencias de dicha representacion se pueden obtener:
la consistencia fuerte uniforme y la normalidad asintética del estimador asi como
la convergencia débil del proceso, propiedades que se enuncian a continuacion.

Propiedad 2.50 En las mismas condiciones y con la misma notacion de la propie-

dad anterior se tiene:
- - A
e s . p‘lnn
sup Fa(yix) i F(yjx) =0 —
0-y-T nh

1
ﬂl:z -
C:S:

Este resultado de consistencia uniforme fuerte fue demostrado por Van
Keilegom y Veraverbeke (1996).

Propiedad 2.51 En las mismas condiciones y con la misma notacion de la Propie-
dad 2.49 se tiene:
a) Si (Inn)®=nh ¥ 0y nh® ¥ 0; entonces paray - T < bygjx) Se Vveri..ca que
h i
(N By i) i Fyix) i N(0;s(yjx))

b) Si h=Cni’™; entonces paray - T < byjx) Se veri..ca que
1_2h A . . i . .
()= FE(yix) i F(yix) i N (b(yjx);s(yjx))
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donde
) pz 1
b(yjx) = 05225(1i|:(ij)) 7’K(z2)dz £
"Z .. 7 . #
Y dH(tjx) _ Y 1iH(tjx) . )
£ —_— ————— dH(t ;
o 1iH(tjx) ! o (LjH(tjx))? 1(tix)
Wz Tz, dH1(tj x)
Syjix) = 1iFyix)? K3z)dz

o (1iH(tjx)?

y H(tj x); Hy(tj x) denotan las derivadas segundas respecto a la variable x de H
y Hji; respectivamente.

Normalidad asintGtica obtenida por Gonzélez Manteiga y Cadarso Suérez
(1994) y Van Keilegom y Veraverbeke (1997a).

Propiedad 2.52 En las mismas condiciones y con la misma notacion del apartado
a) de la propiedad anterior se tiene:

(Nh)2[Fa(jx) § FEjx)] TIN(E]X) en D[0;T]

donde N (¢ j x) denota un proceso Gaussiano de media cero y funcion de covarianzas
pz THZ yn

T(y;tix)=(1i F(yjx)(1iFtix) K2(z)dz dHa(uj x)

o (LiH(ujx)?
y~Nt=minfy;tgy D[0;T] = fFf 2 F ([0; T];R) = f continua por la derecha y con

discontinuidades, a lo sumo, de saltog, con la topologia de Skorohod (Billingsley,
pag.111).

Se trata de la convergencia débil del proceso (nh)=2[F,(¢jx) j F(tjx)]y
se puede ver en Van Keilegom y Veraverbeke (1997b).

2.3 Estimacion no paramétrica de la funcion de dis-
tribucidon condicional con censura y truncamiento.

En primer lugar decir que la Unica referencia que hemos encontrado de un estimador
no paramétrico de la funcion de distribucion condicional con truncamiento es de
LaValley y Akritas (1994). Su estimador tiene la siguiente expresion:
A L
. hd Ley: - ygBni(X
LRy IX) = 1§ PpneyeBnl
- j=1 1675 - ¥i - v39Bnj (X)

(2.14)
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donde Bni(x)gi, denota una sucesion de pesos no paramétricos del tipo k- puntos
proximos. Para este estimador, los autores derivan yna representacion casi segura

con un término de error de orden O (Inn=(nh))**

En este apartado de..niremos un estimador de la funcién de distribucion condi-
cional para datos con censura y truncamiento cuando hay covariables y obten-
dremos una representacion casi segura para dicho estimador como suma pondera-
da de variables independientes, que permitird demostrar la consistencia uniforme
fuerte, la normalidad asint6tica y la convergencia débil del proceso. Como ya hemos
mencionado anteriormente, trabajaremos con pesos no paramétricos de Nadaraya-
Watson. Estos resultados han sido publicados en el Journal of Nonparametric Statis-
tics (Iglesias Pérez y Gonzalez Manteiga (1999)).

Comenzamos precisando el modelo de censura y truncamiento con co-
variables, que aporta al modelo de censura y truncamiento expuesto con detalle
en el capitulo anterior, una nueva variable X, que denota la covariable relacionada
conY.

Sea entonces

(Xi; Zi; Tisti) i=1;2;:5n
donde Tj - Zj 8i

la muestra observada, y consideremos las siguientes funciones:

1) ®x) =P (T - Zj X =Xx) que supondremos estrictamente positiva.

2) M(x) = P (X - x) la funcién de distribucion de X y también, M"(x) =
P (X - xjT - Z) la funcién de distribucion de X condicionada a que no ha ocu-
rrido truncamiento. Cuando se suponga X absolutamente continua, denotaremos
por my m? a las densidades asociadas a M y M?; respectivamente. Es interesante
notar que

m°(x) = %m(x)

donde ® = P (T - Z); y por tanto ®(X)=® representa un indice de ausencia de
truncamiento en el punto Xx:

1jF(yjx)=P(Y >yjX=x) lafuncion de supervivencia de Y condi-
cionada a X = Xx.

4) 1§ G(yjx)=P(C>yjX =x) la funcién de supervivencia de C condi-
cionada a X = Xx.

5 1jL(yjx)=P (T >y jX =Xx) lafuncion de supervivencia de T condiciona-
daaX =x,yseatambién 1 j L°(yjx)=P (T >yjX =x;T - Z) la funcion de
supervivencia de T condicionada a X = X y a que no ha ocurrido truncamiento.
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6) 1 § Hlyjx) =P (Z>yjX =x) la funciéon de supervivencia de Z condi-
cionada a X = X. Nosotros supondremos que

| Y; T y C son condicionalmente independientes a X | (2.15)

y por tanto se veri.cardque 1 j Hyjx) = (1§ F(yjx))(1 i G(y]Xx)).

Como en el caso anterior de.nimos 1 j H(yjX) =P (Z>yjX=xT - Z):

) Hi(yjx) =P (Z - y;+ =1j X =X) la subdistribucion de Z cuando no hay
censura condicionada a X = Xy H{(y jX) =P (Z -y;2=1jX=xT - Z) la
subdistribucién de Z cuando no hay censura condicionada a X = X y a que no ha
ocurrido truncamiento.

8)Ho(yjx) =P (Z - y;+=0] X =X) lasubdistribucion de Z cuando hay cen-
sura condicionadaa X = xy también Hy(y jX) =P (Z - y;£=0j X =x,T - Z)
la subdistribucion de Z cuando hay censura condicionada a X = X y a que no ha
ocurrido truncamiento.

9) La funcién razédn de fallo acumulada de Y condicionada a X = x

. 2y dF(tj x)
MO TR

que determina de modo Unico F (: j X) mediante la relacion
- = 1 Y -
1§ F(yjx)=ei%tm (1§ Afa;jxg) (2.16)
faj2A = aj -yg

donde A¢(y j X) denota la parte continua de A(y j xX), A el conjunto dei puntog
donde A(y j x) tiene discontinuidades de saltoy Afaj jxg=A(aijx) i A al jx
la magnitud del salto de A(y j X) en a;:

2.3.1 De..niciéon del estimador.

De..niremos el estimador de F(: j x) partiendo de un estimador para A(: j X) y
utilizando la relacion entre ambas funciones, especi..cada en (2.16). Para calcular
un estimador de A(: j X) tendremos en cuenta que

Hi(Yix) = P(Z -y;t=1jxT - 2Z)=
P -yx=01T-2Zjx) P -y;¥Y -CT-Yjx)
B B(T -Zjx) B P(T-2Zjx) a
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de donde obtenemos
dH(y jX) =®(X)iP (T -y - Cjx)dF(yjx): (2.17)

Y utilizando esta expresion alcanzamos el objetivo de escribir A(¢ j x) en funcion
de expresiones estimables empiricamente:

z, .
AP = TR - @19
Y ®X)iIP (T -t - Cjx)dF(tjx)
Zi1®(X)”P (T-t-Cjx)(1iF(tijx))
_ 7 dHI(tix)
T 1 Cin 19

donde

Ctjx) = ®X)iIP(T -t-Cjx)(1ijF(thjx)) (2.20)
= P(T-t-ZjxT -2):

Antes de de..nir un estimador de A(¢ j xX) a partir de la expresion (2.19), es
conveniente profundizar en la cadena de igualdades que gpnducen a ella.

En primer lugar, (2.18) nos indica que t 2 ar@jyx):y Y que F(tj X) debe ser
< 1 en dicho intervalo, lo cuél, debido al caracter creciente de F (¢ j X); se veri..card
Si Y < br@jx): R ]

Por otro lado, ..jandonos en el término (2.19) debemos imponer que 2’1 lal

y dH? . .
ar a0 —=* y que C(tj x) >0 en ese intervalo.

Bajo la hipdtesis de que T;Y y C sean condicionalmente independientes a X =
X, podemos escribir

c =

Cltix) = ®)IL(tjx) 15 HEtT jx) .21)

que serd distinto de cero para H(tj x) <1, L(tjx) >0y ®(x) > 0: Es facil ver que
necesitamos la condicion ay ¢jx) - br(jx) Para qug ®(x) & 0: Tambieén se comprueba
facilmente que ap(jx) - ar(jx) » @He(jx) = MaAX AH(jx)s ALCx) Y PHEGx) = PHEx)
" b
Entonces, si y < bugjx) Y ALgjx) - @H(jx) Se Veri.cara:
z z YA z

YdH}  TY dH] TY LA iGdF "Y dF

.2 C c L(1ijH), 1iF

1 Ao 1 a 1

I Zar dF z dF Ey dFH 2y gF

+ = = .
1jF ae Li F ar Li F i liF

aH
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Estas consideraciones nos llevaran a suponer en el modelo de censura y trun-
camiento con covariables, que

L aLcig = aHeis Y <DPrepx |

Bajo estas condiciones, la expresion (2.19) nos permite de..nir un estimador natural
para A(: j X) que es

Zo e
AEC (Yix) = ’ dljlln—(tjx) — X Ltz; -Ay;ii=lani<X) _
il Cn(tj X) i=1 Cn<Zi J X)

X

D 1fZi - y;ti=1ani(X>
sy i=11r; -2 -2;0Bnj(X)

donde an(yj x) y Cn(y j X) son, respectivamente, los estimadores no paramétricos
de Hi(y jx) y C(y j x) dados por

X
Hln(yJ X) = 1fZi -y;tizlani<X) (2-22)
i=1

. X
Cn(yJ X) = 1ﬂ'i -y-Ziani(X) (2-23)
i=1

siendo Bpi(X)g los pesos de la estimacion no paramétrica (Nadaraya-Watson, por
ejemplo).

Finalmente, sin mas que tener en cuenta la relacion entre F (: j X) con A (: ] X)
(especi..cada en (2.16)), de..nimos el estimador de la funcion de distribucion condi-
cional bajo censura y truncamiento de forma que:

A '
h 4 Lfz; - ygtiBni(X)

LiFf(yjx) = 1§ =YL =
: i;iA Cn(ZijXx) .
17, _votiBni(X
= | § P fyetiBni(Y (2.24)
i=1 j=1 11’Tj -Zj -ngan (X)

Este resulta ser un estimador de tipo limite producto, pero el peso de cada
observacion Z; esta intuido por la cercania a x de su correspondiente valor Xj; de ahi
que también llamemos al estimador (2.24) “estimador limite producto condicional
(LPC) con censura y truncamiento”.
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2.3.2 Propiedades del estimador: caracteristicas generales.

En este primer apartado presentamos algunas observaciones sencillas, pero bastante
Gtiles, que se derivan del modelo presentado y de la propia de..nicién del estimador
F(yjx). Todas ellas parten de las hipétesis ya mencionadas de independencia
condicional a X = x entre Y, T y C asi como a_(jx) = an(jx) € Y < DHgjx):

Propiedad 2.53 El estimador de la funcién de distribucion condicional (LPC)
bajo censura y truncamiento , de..nido en (2.24), coincide:

a) con el estimador limite producto condicional con censura en el caso de ausen-
cia de truncamiento.

b) con el estimador de la funcién de distribucién condicional con truncamiento
en el caso de ausencia de censura.

c) con el estimador tipo nucleo de la funcion de distribucion condicional (para
datos completos) en el caso de ausencia de censura y truncamiento.

d) con el estimador de Turnbull en el caso de ausencia de covariables.

A partir de la expresion (2.24) del estimador y utilizando que cuando no hay
truncamiento todos las fTigjL; toman el valor 0 y las f(Xi; Zj; i)gjL, constituyen
una m.a.s. de tamafio n de la variable (X; Z; ) se obtiene que:

A |
2 h lf7. .vatiBni(X
I B
i=1 X j=1"fTj -Zi- Zjg ni
_ v 1 éfzi-y; tizlani(X)
- i |
i=1 i=1 L¢z; - gBni (X)

La altima expresion es igual al gestimador limite producto condicional con censura
(ecuacion (2.13)) debido a que le Bnj(X) = 1: Esto prueba el apartado a).

El apartado b) se prueba partiendo de la expresion (2.24) del estimador y uti-
lizando que cuando no hay censura la muestra (Xj; Ti; Zi; i) = (Xi; Ti; Yi; 1) ; 8i =
1;::;n: Asi, se llega al estimador con truncamiento (expresion (2.14)):

A !
LIERWIN = 1 Pyttt
iZlA
o h g 1j Pn 1in -yani(X)
=1 j=1 L£T; - vi - v;gBnj (X)

E‘:l 1ij - Zi - ngan (X) ' B

Para probar c) se procede de forma anéloga. Utilizando que T; =0, (Z;; %) =
(Yi;1); 8i = 1;::;n y nno es aleatorio, sino el tamarfio del total de la muestra, se
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llega a:

>

. ) h'd lez. . iiBni(X>
LiFl(yix) = Li P 1f'T_ng_ )
i=1 X J= A a ety

D 1in - yani<X>

i=1 o~ E]=l Ltv; - ngan ()
AP, '
Y j:t;in -ngan (X) i Bni(X) .

?:1 1in - ngan (X)

(2.25)

i=Yj-y
Teniendo en cuenta que el estimador tipo nucleo de la funcién de distribucién condi-
cional para datos completos es

. ) X X
Fn(yjx) = Bni(X)1fy;-yg: donde Bni(x) =1
y que ello implica la relacién
Fa(Yi ) X) = Fa(Y;) + Bni(X);
se puede escribir la Gltima expresic’l)n de (2.25) como

Y 1 'fn<Yin>

i=Yi-y ,El\i Fn(YiI fx> '
_ Y LiFn(Yinijx) _
v 1 i FA Y 'X +B X
RV -y i Fn( l!ng ) A nii) (X) ' A .
_ 1iFn(YunjX) 1iFn(Y2njX) 1iFn(YienjX) _
1 1iFn(YunjX) 1i Fan(YkizniX)

= 1iFn(Yknjx)=1i Fn(yjx);
donde k = max fi=Yj.n - yg: Lo que prueba el resultado deseado.

El apartado d) se prueba partiendo nuevamente de la expresion (2.24) del esti-
mador y utilizando que cuando no hay covariables las X; desaparecen y los pesos
no paramétricos Bpni(X) = 1=n; 8i = 1;:::; n: Asi, se llega al estimador de Turnbull
(expresion (1.32)):

p]

2tC (y, i Ltz; - ygii%
LiFy(yix) = 1iP

01
j=1fTj -Zi - Zjg

=il

- D ltz, -y;+i=1g

) =1ij Fr'gC(y):
i=1 j=1-1Tj - Zi - Zjg
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Propiedad 2.54 El estimador LPC tiene forma escalonada con saltos en las ob-
servaciones no censuradas. La magnitud del salto en Z;, dF°(Z; j x); es igual
a
2 .
A . +iBni(X) A -
dFE(Zijx) = —— 1iFYZijx
n(lJ ) Cn(Zin) 1 n(| J )

Esta expresion se obtiene al calcular F (Z; j x) i F°(Z; T j x) utilizando (2.24):
FRl(Ziix) i F(ZiT jx) =

3 .

= TiFNZT i 1iF¥(Ziix)_
A | |

_ v _ Lizj<zig%j Bnj (X) ) . v iz - zigtj Bnj (X) _
- i=1 Cn(ZjJ%) i=1 Cn(Zj i)
2 A !3 " #
_ 2 ¥ T 1ijA<Zigijan (%) i iBni(X)
j=1 Cn(Zj jx) Cn(Zijx)
> " 5Bni(X)

= 1jF%Zijx) = :
1 n( i) ) Cn(zijx)

Propiedad 2.55 EIl estimador LPC propicia una de..nicién inmediata de un esti-

mador para la funcion de regresion g(x) = E(Y j X) con censura y truncamiento

dado por

-

X iBo(x) C .

. CaZiix)

gn(X) =

R
Basta tener en cuenta que g(x) = y dF(y j X) y por tanto un estimador natural
de g(x) viene dado por
Z

On(X) = Ry dlfn(yj X):

Finalmente, utilizando el valor de los saltos de Fn(y j X); ya calculados, en la
propiedad anterior se llega a la expresién (2.26).

Propiedad 2.56 El estimador LPC permite construir un estimador de la mediana
condicional Me(Y jx) =inffy = F(y jXx) _ 0;5g; de..nido como
n o]
(Y jx)=inf y=FC(yjx) .05
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De forma anéloga se pueden de..nir estimadores de los percentiles condicionales.

Propiedad 2.57 EIl estimador de tipo limite producto para la funcién de distribu-
cion condicionada a X de la variable Z = minfY; Cg; H(y j X); viene dado por

A 1 A 1
1§ HE(yjx) _ Y liygBni¥) _ ¥V lzygBniX)
1 = 17 = i———
" i=1 j=1 L7 - 2, - 23gBnj (%) i=1 Cn(Zijx)
(2.27)

y el salto de H®(y j x) en Z;; que denotaremos por dH(Z; j x) es
Ntc/—. _ Bni(x) ° - 1t i
dHn (ZI J X) én<zi J X) Li Hn (ZI J X)

Estamos trabajando bajo las hipotesis de aj jxy - angjx) € Y; Ty C  condi-
cionalmente independientes a X = X. Por tanto Z = minfY;Cg y T son condi-
cionalmente independientes a X = x: Estas hipdtesis constituyen las condiciones de
identi...cabilidad de H(y j x) bajo truncamiento (generalizacion al caso condicional
de la Propiedad 1.30): el papel de F(y j x) ahora lo juega H(y j X) y por tan-
to el estimador de H se obtiene sustituyendo en la expresion del estimador limite
producto condicional con truncamiento (ecuacion (2.14)) las variables Y; por las Z;:

En cuanto al salto de H(y j x) en Z;; se obtiene de forma totalmente anéloga
al de F° (y j x) en Z; (calculado en la Propiedad 2.54).

Propiedad 2.58 Si by (jx) - bH(jx) €l estimador de tipo limite producto para la
funcion de distribucion condicional, L(y j X); de la variable de truncamiento T
viene dado por

A ! A |
IA—E]C(yJ X) _ h'd 1 . 1-F|:i>yani<X) _ h'd . . Pn 1-ﬂ-i>yani<X)
i=1 Cn (TI J X) i=1 j=1 1ij =T - ngan (X)

(2.28)

y el salto de L®(y j x) en Tj; que denotaremos por dL(T; j x) es
3 .
ALE(T ) = L e g
Cn(TijXx)
Las hipétesis de trabajo implican que Z = min fY; Cg y T son condicionalmente
independientes a X = X'y by jy - bujx: Estas hipotesis constituyen las condi-
ciones de identi..cabilidad de L(y j x) bajo truncamiento cuando el papel de Y; con
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funcion de distribucion condicional F (y j x); lo juega Z; con funcion de distribucién
condicional H(y j x)). Por tanto el estimador de L(y j X) se obtiene de forma
anéloga al de L(y) (expresion (1.34)) pero de forma condicional.

El salto de L(y j x) en T; se obtiene de forma anéloga al de F° (y j x) en Z;
(calculado en la Propiedad 2.54).

Propiedad 2.59 El estimador de tipo limite producto condicional para la funcion
de distribucién G de la variable C viene dado por

A '
: i 1 i-Vitri= B (X
Li G%C(YJX) = 1i £2; - y:;=0gBni (X)

para y < byjx): (2.29)

El proceso es analogo al sequido para obtener el estimador condicional Ifrtf (Yyix);
consistente en encontrar una expresion que caracterice G(y j X) y que dependa
de cantidades gstimables no paramétricamente. Dicha expresion viene dada por

Ac(y | X) = 0"% expresion que determina la distribucion G(y j x) de
forma Unica mediante la relacion
(v Y
1§ G(yjx) =el®s0™ (1 i Ac fai jxg) (2.30)
faj2A = aj-yg

donde A%(y j x) denota la parte continua de Ag(y j X), A el conjunto de pun-
tos Idonde Ac(y j x) tiene discontinuidades de salto y Ag faj jXg = A (@i j X) i
Ag a jx la magnitud del salto de Ag(y j x) en a;:

Ademas, si ai jx) - AH(jx) Y Paray < bygjx); 3’% se puede escribir
como
£y gtjx)  CTem)IP(T -t-Yjx)(1iG(tijx)de(tjx)
o 1iG(tijx) y ®X)IP (T -t-VY jx)(1jG(tijx))
L dHg(t] x)
= —_— 2.31
, C(tix @3

sin méas que utilizar las expresiones siguientes de C(tj x) y dHg(tj X) :

Cltix) = ®XIL(tjx) 15 HE jx)
®)IP (T - t-Y jx)(1jG(thjx))
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Ho(yix) = P(Z -y;2=0jxT - 2)
P(Z-y;£=0;T -Zjx) P(C-y;C-Y;T-Cjx)

P(T -Zjx) P(T-2Zjx)
G
= ®(X)IP (T -t - Y jx)dG(tjx)
il

respectivamente.

Sustituyendo ahora, en el Gltimo término de la igualdad (2.31) Hy(y j X) y
C(y j X) por sus respectivos estimadores no paramétricos y utilizando el resultado
(2.30) se obtiene el estimador GE(y j x); paray < b jx):

Propiedad 2.60 El producto de los estimadores de las funciones 1 § F(y j X) ¥y
1 i G(yjXx), es igual al estimador de la funciéon 1 j H(y j X), esto es:
3 -3 -

Li FR(yix) 1iGRyix) =1iHF(yix).

Basta multiplicar las expresiones (2.24) y (2.29) y tener en cuenta que para cada
i desde 1 hasta n se veri..ca que ; = 0 0 t; = 1. Entonces:

3 -3 -

1 iAFr?(ij) Lj GEf(yJ'>'<)#" X v
. h g 1 s 1fZi -y;ti=1ani<X) ) h g 1 s 1fZi -y;tizoani(X) ) _
— i 2 _ i 2 _ —
_a Y 1 Lezi-yaBni¥) 54 ¥ 1ij Lezi-ygBnil) 5

\;A:l C;(Zi j X!) - Cn(Zijx)

l¢7. . i .

= 1 meeBeld ey,

Propiedad 2.61 Siempre que tengan sentido los cocientes de las expresiones enun-
ciadas a continuacion, se veri..ca:
a) El salto de la funciéon HE(y j x); en y = Z;j es igual a

By (%) = LE(Z; )
in=1 Bni(x) = IA—ﬁc(zi i %)

dHrt]C(Zj iX)=p
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b) El salto de la funcion LE(y jx) eny = Tj es igual a

¢) En las condiciones anteriores, se tiene

X B X Bux)
o LE(Zijx) o, 1i HE(Tjx)

(2.32)

Nota: Si Bnj(x) = 0; las expresiones de dH(Z; j x) y dLE(T;j j x) son siempre 0.
Es interesante observar que el apartado a) es el retejo empirico de la relacion

dH"(y j X)
L(y jx)

relacién inmediata sin mas que tener en cuenta que

dH(y j x) = ®(x); (2.33)

P(Z-yiT-Zjx) _
P(T - Zjx) N
£y

= ®(X) TIL(tjx)dH (] x) :

H°(yjx) = P(Z-yjxT-2)=

En cuanto al apartado b) es el retejo empirico de

dL(y j x)
LiH(yijx)

igualdad que se basa en la relacion siguiente

dL(y jx) = ®(X); (2.34)

o - . P(T -y;T -Zjx
L°(yjx) = P(T -yjxT-2Z)= -y 1) _

P(T -Zjx)
dL2 (fjx)
Zy z 1 }J_X_ ¢ —
= ®)" 1 ijH(({t'jx) dL(tjx):
il

Ademas, integrando en R las expresiones (2.33) y (2.34) se llega a que
z o z 0
dH (yix) _ _dL(yix) .
rR LYix) r1iHYyjx)

®(x)it =
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La igualdad (2.32) resulta ser la transcripcion empirica de la expresion anterior y
por tanto proporciona un estimador de ®(x)i?.

Comenzamos demostrando el apartado b). Para ello basta probar los dos resul-
tados siguientes:

1. La expre%ién _
1 HE(TE jx) dLE(Tijx)

donde dL(T; j x) denota el salto de la funcion L®(y j x) en T;:
2. Dicha constante resulta s&r

=cte: 8i=1;2;::n: (2.35)

'
X Bni(X)

De este modo, utilizando (2.35) escribimos

cte = (2.36)

Bni(X)

dLE(Ti jx) = e
"0 = AT

cte

y utilizando (2.36) llegamos a
(@) 1,
BuiX) @ X_ BniX) A
Li HR(TE jx) 5o, 1 HR(TE %)
= -

Bni(x) = 1§ HE(T;i jx)
h 3

dLE (Tijx) =

S L
j=1 Bnj() = 1iHE(T;ijx)

gue es exactamente lo que dice el apartado b).
Para demostrar 1 suponemos, por simplicidad, que en la muestra no hay empates
y orgenamos la muestrgarespecto a los valores de Ti; muestra que denotaremos
| n et
por Xy Tiys Zrips i =1 - En cuanto a Bpjj(x) denota el peso no paramétrico
asociado a X[j: Procediendo por induccion se tiene:
-Parauni arbitrago entre 1y n:

Li HE(Td i%) LR (Tay i x)
By (X)
_ 1 I:IﬁC(T(E)jX) Bnpij(X) 3|:tc T _
Bri(X)  Cn(TgyiX) "o
Cn(TayiX)

-

3

= 1iH¥TL X (2.37)
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Capitulo 2.
-Parai+1:
5 .
i ATy %) ATy %)
Bni+17(X)
° i L (Tgiaty J %) (2.38)

qtc i :
Hy (Tdeny 1%) m

I
—_
-

Teniendo en cuenta que

2 - v A !
LiHY Theplx = Li —Aan <X) =
Zj <T(i+1) Cn<ZJ J X) A '
3 . - Y B ) =
= 1§ HETAjx) 1j —— nj()_()
nem Cn(Zi j X
Ty -Zi<T@+1) n(Zj )
v A |
i ¢ Bni
LE Ty ix = Li=—— nj()-() =
Ti>Tasn Cn(Tjix)
O LE(TeH i) LE(Tw i ¥)Ca(Tgayy J X)
. Bri+yg(® C(Tsi ix) i Boni X
1i —Cn(T(i+1)jx) n( (|+1)J ) 1 n[|+l]< )
podemos escribir (2.38) de la forma
o 2 A 13
Y .
g HETE jx) 4 R LN ¥
e ' Ca(ziix)
" T - Zi<Tagn el
LE(Teiy i %) _
Cn(T(+1y J X) i Brpi+1y(X)
; ecuaci?] (’2:32 {
. . LE(Tey j X
= 1iR®T4ix) LiTp)) o
5 _ Cn(Tayix) 3
A 13 o #
£4 Y 1 . an (X) 5 Cn(T(i) J X)
Cn(Zj jx) Cn(T(+1) J X) 1 Bnji+13(X)

Tay - Zi<T(i+1)
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Por tanto, para probar el resultado 1 (ecuacion (2.35)) es su..ciente demostrar
que
2 A 13- #

Y : ) Cn(Teiy |
T 1 Y [ R
Cn(Zj jx) Cn(T+1) 1 X) i Bnji+1y(X)

Taiy - Zi<T(+1)
© a
Si analizamos el gonjunto de¢ Zj =Tgy - Zj <T(+1) Vemos @le se trata justar
mente de los Zj 2 Ty, T(i+1) Y dichos Zj s6lo pueden estar entre  Zpyy; Zppp; i Zip
Supongamos que dicho conjunto esta formado por k elementos ordenados:

i i ¢
Tay = Zimig = Zima - 5 Lmyg < T+
entonces por la de..nicién de Cn(y j X) se tiene que:

o ) X
j=1

i ¢ A .

Cn ZjmyJ X¢ = Cn(Taix)

| . 2 .

Cn _Z[m2]JX¢ = Cn(Tmy 1 X) i Brpmy(X)

~ . .
Cn Zmag i X = Cn(ZmyiX) i Bnmy(X)

. . ¢ R .
Cn_ Z[mk] X = Cn(Z[m(kil)] J X) i Bn[m(kil)](x>

o ¢ .
Ch T+ iX = Cn(ZimgiX) i Bamy(X) + Bnjis1g

Utilizando estos resultados podemos escribir (2.39) de la siguiente forma:

A 1A L

A~ A~

Cn<z[m1] J X) i Bn[m1]<x) Cn(z[mz] J X) i Bn[mz](x)
Cn (Z[ml] ix) e Cn(z[mz] ix)

Cn(Zimg 1 X) i Brmg(X) ) Cn(Tgiy i X)

Cn(Zmy J X) Cn(T+1) J X) 1 Bnpi+1y(X)
1 X
Cn(Zmygix) "

£
#

con lo cual hemos demostrado(2.35).
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-Finalmente probaremos (2.36), resultado que se obtiene teniendo en cuenta que
(2.35) implica

« > )
WEMix) = oo = Du -
i=1 i=1 11 Hrtlc(Til jX)
O i — X 3 Bni(X) -

o i HE(T %)

La demostracion del apartado a) es totalmente analoga a la demostracion del
apartado b) y por ello sélo indicaremos los pasos a seguir. Primero se prueba que

a .
R@Zix) dHEZii (.40
=cte’ 8i=1;2;:n: .
y después, que dicha constante es
- . -
cte! = ni(X) (2.41)

De este modo, se tiene, sin mas que despejar en (2.40), que

dHE(Z; jx) = — 2/ Bni()_() cte’
LN (Zijx)
y sustituyendo en esta expresion el valor cte’ dado por (2.41), se prueba el apartado
a):
Bgi(x) = LF(Zi j %)
Ly Bni(x) = L¥(Zi %)

dHE(Zijx) = &

En cuanto al apartado c) se puede probar, por ejemplo, teniendo en cuenta que,
en virtud de (2.35) y (2.40), se tiene

3 - cte = gf O -
1§ HE(TH jx) dLE(Ti jx) LE(Zj jx) dHE(Z;j jx)
= 8i;J:
Br(X) By (%) !




2.3. Estimacion condicional con censura y truncamiento 85

i ¢
Tomando el par |T(n); Zn » laigualdad anterior equivale a
3 - 3 -3 -
1 i HﬁC(T(L) J X) LEC(T(n) J X) LE]C(Z[n] J X) 1 i Hrtf(z[ﬁ] J X)
én (T(n) j X) CA:n (Z[n] J X)

A~

Cn(Z[n] i X) B Li Hrtlc(z[g]] ix)
CA:n (T(n) j X) 1ij H;[]c(T(Eq) i %)

(2.42)

Para comprobar que la ultima igualdad se veri..ca estudiamos sus dos miembros
por separado.

¢ i ¢
Denotando por 'T(n) it Zmal 7t Zmyg '< Zin ;Y teniendo en
cuenta la de..nicién de Cn(y j X) se tiene que:
éﬂ(Z[ml] J X) = én (T(n) J X)
Cn (Z[mz] J X) = Cp (Z[ml] J X) i Bn[ml](x> = Cp (T(n) J X) i Bn[ml](x>

(2.43)
. . ¢ . .
Cn Z[mk] J X = Cn(Z[m(kil)] J X) i Bn[m(kil)] (X) =
= Cn(TyiX) i Bam(X) i =i Bijmgcs ] %)
. . ¢ A .
Cn ZmixX = Cn(ZmgiX) i Bamg(X) =
= Cn(TmiX) i Bn[mll(x) i Bn[mk](x)
y por tanto el primer miembro de (2.42) es igual a
ColZmix) _ o Bamg®) oo Bamg(®) (2.49)

- 1= - 500 = —!
Cn (T(n) J X) Cn (T(n) J X) Cn (T(n) J X)

En cuanto al segundo miembro de (2.42), se puede escribir de la forma:

3 -

Q - an(X)
ez i =709
Li Hr(Zhix) 5 1 - Zi. Ty ntare
13 HIS(TA. i x - U - Bnj(x) 1 B
1 n ( n) J ) 1 Cn(ijx)

Zj . Zn)
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A L
= Y 1 i —Aan (X) =
Cn(Zj j x)
1A L

_ én(Z[ml] J X) i Bn[ml](x) Cn<Z[m2] J X) i Bn[mz](x) £
Cn (Z[ml] J X) 1 Cn (Z[mz] J X)
én<z[mk] IX) i Bn[mk](x)

que, utilizando nuevamente las relaciones de (2.43) es

1i Hrt'lc(z[%] J X) _ én<z[mk] J X) i Bn[mk]<x) _ én(Z[n] J X). (2 45)
1 H;ﬁc (T(%) J X) Cn (Z[ml] J X) Cn (T(n) J X)

La igualdad entre (2.44) y (2.45) prueba (2.42) y, por tanto, el apartado c).

2.3.3 Propiedades del estimador: aspectos asintoticos.

En este apartado obtenemos una representacion casi segura del estimador Ifrﬁc (Y jXx)
como s¥ma %onderada de variables independientes mas un término de error de or-

i = . . . .
den O "r]—r? A partir de ella demostramos varias propiedades importantes:

la consistencia uniforme fuerte y la normalidad asintética del estimador, la conver-
gencia débil del proceso y, también, algunos resultados de convergencia uniforme
para las aproximaciones normales. Estos resultados estan enunciados en forma de
teoremas y se veri..can bajo algunas de las hipdtesis que a continuacion enunciamos.

Hipotesis.
(H1) X;Y; T y C son variables aleatorias reales y absolutamente continuas. Ademas,
Y; T y C se suponen no negativas.

(H2)a) Sea | = [x1;X2] un intervalo contenido en el soporte de m®, veri..cando que
existe un entorno I, = [X1 j %;X2 + %] con + > 0 tal que:

0<®°=inf M*(X): X2l <supm(x):x2 1y =I'< 1

y 0 <[ < 1. Y para todo x 2 I, las variables T;Y y C son condicionalmente
independientes a X = Xx:
b)Ademas:

1) aLcix) = QHGix) o BLeix) = PH(xy 8X 2 14
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ii) Existen a, b 2 R; con a < b de forma que
£ . 0
inf ® 11 x)1jHObBjx)L@jx):x21. _pu=>0:

(Recordemos que si a; jxy <Y < bujx) entonces C(y j x) = ®i1(x) (1 § H(y jx))
L (y jx) > 0, por ello la condicidn ii) dice que C(y j X) > 0 de modo uniforme en
[a;b] £ 1.).
(H3) Las funciones m(x) y ®(x) tienen primera derivada respecto a x continua en
I, y las funciones L(y j X); H(y j X) y Hi(y j X) tienen primera derivada respecto
a x continua y acotada en (y;Xx) 2 [0; 1) £ I,:
(H4) Las funciones m(x) y ®(x) tienen segunda derivada respecto a x continua en
I, y las funciones L(y j x); H(y j X) y Hi(y j X) tienen segunda derivada respecto
a x continua y acotada en (y;x) 2 [0; 1) £ I,:
(H5) Las funciones L(y j x); H(y j X) y Hi(y j X) tienen primera derivada respecto
ay continua en (y; X) 2 [a;b] £ I4:
(H6) Las funciones L(y j X); H(y j X) y Hi(y j X) tienen segunda derivada respecto
ay continua en (y; Xx) 2 [a;b] £ 1;:
(H7) Las funciones L(y j X); H(y j X) y Hi(y j X) tienen derivada primero respecto
a x y segundo respecto a y continua en (y;x) 2 [a;b] £ I.:
(H8) Las correspondientes funciones de densidad I, h y h; (impropia) de las fun-
ciones de distribucion L(y); H(y) y de la subdistribucion Hj(y) estan acotadas y
son estrictamente positivas en [a; b]:

Trabajaremos con pesos no paramétricos del tipo Nadaraya-Watson, para los
cuales se suponen:
(H9) La funcién nucleo K, es una funcién de densidad simétrica, que vale 0 fuera
del intervalo (j1;1) y su variacion total esta acotada por , < +1.:
(H10) El parametro ventana h = (hy) veri.ca: h ¥ 0; Inn=(nh) ¥ 0y nh®=Inn =
O(1):

Resultados.

Teorema 2.1 Bajo las hip6tesis H1-H10 se veri..ca, para x 2 | e y 2 [a;b]; que
a)

h i h i

AR(Yix) 1 Alyix) i AF(@jx) iA@jx)

X -

= Bni(X)»a(Zi; Tis i;Yi X) + Rna(y j X)

i=1

donde

Z
1fZ -y;x=1g _ y 1fT -u-2g

CZjx) ' o (Cujx)?

»(Z; T 4 y;X) = H7(uj x)
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»o(Z; T8y, X) =»(Z; T 1,7, X) i »(Z; T 1 &, X)

y A 1
AIJ-I T3=a "
. . nn
SUpa-y-bx21 jRna(y j X)j = O h C:s:
b) Si a < apjx), 8X 2 I entonces a) se reduce a la expresion
AtC/y ; X ;
Ap(Yix) i Alyix) = Bni(X)»(Zi; Ti;%i;¥; X) + Rn(y j X)
i=1
donde 5
A“lnnﬂ3=4 I
sup JRa(yjX)j=0 —— c:s:
[ablEl nh

) Sia<ap(jxy, 8x2 1 entonces
FR(yix) i Fyix) =

X
=(1iF(yix) Bri(x)»(Z;Titi;y;x) +Rh(yjx)
i=1
donde
- - M

e am
sup R X) =0 —
Sup, n(y ] %) o

Teorema 2.2 Bajo las hipotesis del Teorema 2.1c) se veri..ca que
- - AIJ- V1= !

sup FE(yjx) i F(yjx) =0 nn c:s:
[asb]£1 nh
Teorema 2.3 Bajo las hipotesis del Teorema 2.1c) se tieneparax 2 1 ey 2 [a;b]:
a) Sinh®> ¥ 0y (Inn)3=nh ¥ 0 entonces
PNV . i N
(nh)X2[F(yjx) i F(yix)] i N'0; s’(yjx)

donde - -
uz T2
Lyjx=(1iFyjx)? Kizdz  dHiUix)

o Cuiny M
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b) Si h = Cni' entonces

(N =2EE(y %) & Fy i) 1% N by x5 2yjx)°

donde

¢

by ) = G2 (1 Fly %)) —5o i 10¥00m () + 20 (0m”(0)

d(u) = E(»(Z;T;i;y;x)'T -Z; X =u)
Y dHE(t i y i
— dH(tju) i —C(S_Ju)def(ij):
o C(tjix) o (C(sjx))
Teorema 2.4 Bajo las hipotesis del Teorema 2.1c) y si nh® ¥ 0y (Inn)3=nh ¥ 0
se veri..ca para X 2 Ir:] )
i
(Nh)2 FX@ejx) § F(Ejx) §¥ N(¢jx) enD[ab]
donde N (¢ j x) denota un proceso Gaussiano de media cero y funcion de covarianzas
R A
MY 2@z THE v gz T
m?(x) o (C(ujx))?
con y~t=minfy;tgy DJa;b] = ff 2 F ([a;b]; R) = f continua por la derecha y

con discontinuidades, a lo sumo, de saltog; con la topologia de Skorohod (Billings-
ley, pag.111).

Ly;tjx)=(1i F(yjx) (1iF(tjx))

Teorema 2.5 Bajo las hipotesis del Teorema 2.1c) y tomando h = Cnil™ se
veri.ca, parax2 1 ey 2 [a;b], que:

a) -
- "A 1 #
BYj 1=2 X
sup PP ()2 (1 F(Yyjix)  Bni»(ZiTistiiy;x) -t i
t2R i=1
| A 3 1
oMbyt w2
idn - =0 - c:s:
s(yjx) n1=s
donde P YJX denota la probabilidad condicionada a las observaciones X1; Xo;::: ; Xp,

y &N denota la funcion de distribucion de una variable N (0; 1).

S )
— h 3 -~ i u i i 1'[_
- > A . . tiblyjx) -
supP ()2 BE(yjx) § F(yjx) -t iy Ao0IX) =

- i 0
t2R s(y Jj X) !
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2.3.4 Lemas y demostraciones de los principales resultados.
Hemos organizado este apartado de acuerdo con el siguiente esquema:
1. Enunciados de los lemas utilizados en la demostracion del Teorema 2.1.
2. Demostracion del Teorema 2.1.
3. Demostracion de los Teoremas 2.2, 2.3y 2.4.
4. Demostracion de los lemas previos al Teorema 2.1.
5. Lemas utilizados en la demostracion del Teorema 2.5.

6. Demostracion del Teorema 2.5.

1. Enunciados de los lemas utilizados en la demostracion del Teorema
2.1.

Lema 2.1 Bajo las hipétesis H1, H2a), H3, H4, H9 y H10 se veri..ca, con proba-
bilidad 1, que:

EA E Aulnnﬂlzz! i ¢ A“lnnﬂlzz!
S Hin(yix) i Hilyix) =0 —= +0'h* =0 Y
y
EA . . E AulnnﬂFZ! i ¢ AIJ‘lnnﬂlzz!
o Calyix) i Cyjx) =0 —= +0h? =0 5

Lema 2.2 Sea Y una v.a. continua y no negativa con funcién de supervivencia
condicionada a X = X, S(tjx) =P (Y >tj X =x), donde X es una v.a. abso-
lutamente continua con funcion de densidad m. Se de..ne el estimador ndcleo con
pesos Nadaraya-Watson de S(t j x) como Sy(tj x) = mil(x)An(t; x) donde

31 1
R 1 X X i X
An(t;x) = n Lev;> oK %
i=1

M q
1 X X i Xj
mn(X)_Ej=lK h
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Si se veri..can las condiciones:
(h1) Sea | = [x1; X2] un intervalo contenido en el soporte de m veri..cando que

0<°®=inf M(X):x2 ] <supm(x):x2 1] =I'<d

para algin entorno I, = [X3 j ;X2 +jconz>0y 0<zl'<1:

(h2) Las funciones m(x) y S(y j X) tienen primera derivada respecto a x con-
tinua y acotada en (y;x) 2 [0;+1) £ l.:

(h3) Las funciones m(x) y S(y j X) tienen segunda derivada respecto a x con-
tinua y acotada en (y;x) 2 [0;+1) £ I,:

(h4) La funcién nucleo, K, es una funcién de densidad simétrica, que vale 0
fuera del intervalo (j1;1) y su variacion total estd acotada por , < +1.:

(h5) El parametro ventana h = h, veri.ca: h 8 0y Inn=(nh) ¥ 0:

(h6) La funcion S(y j x) tiene primera derivada respecto a y;S’; continua y
acotada en [0;+1) £ I.:

(h7) La funcién S(y j x) tiene segunda derivada respecto a y; S¥; continua y
acotada en [0;+1) £ I.:

(h8) La funcion S' admite primera derivada respecto a x, continua y acotada
en [0;+1) £ I

(h9) La funcion de densidad de Y, fy; esta acotada en [0;+1) de forma que
0<c-fy -d

entonces

sup sup Sn(sjx) i Sn(tjx) i S(Sjx)+S(tjx)” (2.46)
s;tﬁ0;+1) jsitj-bn '
M T2~
Inn

i ¢
= 0 — b +0'R2 roMeh) cs:

de modp uniforme en el intervalo I, donde (bn),,»n €S UNa sucesion con limite 0 y

bn ||2_r? il >A>0. ) ¢
Ademas si nh°=Inn = O(1) y b, » Iqu_r? =
con probabilidad 1, que
= ) = An
sup_ sup Sn(SjX) i Sn(tjx) i SSjX) +S(Ejx =0
S;t2[0;+1) jsitj-bn n

2 . .
se veri..ca, uniformemente en | y

1
Inn Ta=s

Lema 2.3 Bajo las hipétesis H1, H2a), H3-H10 se veri..ca, de modo uniforme en

el intervalo 1 y con probabilidad 1, que:
_ - Ap

sup sup _an(ij) i an(tjx) i Hi(sjxX)+H{(tjx) =0 —
s;t2[0;+1) jsitj-bn nh

1
Inn Ta=s



92 Capitulo 2.  Estimacion de la funcion de distribucion condicional

y ~
Z X X Z Aulnnﬂ3=4!
sup sup Cn(sjX)iCn(tjx) i C(sjx)+C(tjx) =0 —
s;t2[0;+1) js i tj - bn nh
iInn¢1:2.
donde bn » 5 :
2. Demostracion del Teorema 2.1.
a) Partimos de
h i h i
AR(yix) i Ayix) i AF(ajx)iA@jx)
Z N Z
y B (o y TP

a én(SjX) ' a C(ij)

Ry az s Ry aseio o Ry dHgesin
a C(six) ' a &a(six) a C(sjx)

sumando y restando
(2.47) es igual a

y agrupando términos

A L
o ! i ! dH"(ij)JrZy—1
a én(SjX) ! C(ij) ! a C(ij)

3 -

dHI(sjX) i dHT(sjx) +

A 1 .
Zy 1 1 3

+ O i ST dH;,(sjx) i dHI(sjx)
a n

Utilizando que

P 1 C(six) i Cn(six) L (CEIx Cn(six))?
X

L i 2.48
)7 (C(sjx))*Cn(sjx) @49

~

Cn(sjx) " C(six) (C(s]

obtenemos que (2.47) es igual a

Z N Z R
Y dH{, (s X) Y Cn(sjx) 0
— = ———=dH{(sjX)+
. CGix) ', (C(sjx))? 1(s1)

%Y (C(siX) i Cnlsi X))
2 (C(5]%)2Cn(s]X)

dH{ (s j x)+
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A | .
Z, 1 _ 1 3

- - . dH (sjx) i dHP(sj x
a Cn(SjX) 1 C(SJX) 1n( J )l l( J )

Los dos primeros sumandos corresponden a P{‘zl Bni(X)»,(Zi; Ti; £i; ¥; X), con
la notacion enunciada en el Teorema 2.1, y los dos ultimos sumandos constituyen
Rna(y j X).

Estudiaremos por separado el orden de los dos sumandos de Rnpa(y j X), que
denotaremos R1na(y j X) Y R2na(y j X), respectivamente.

A 1,
sup jRIna(YjX)j- sup jC(YiX) i Ca(yix)j £
[a;b]£1 [a;b]E]
Z y 1
dH{ (s j x):

a (C(sjx)?jCn(six)]

Noétese que para a - y - b se veri..ca uniformemente que C(y jxX) . >0y
ademas sabemos por el Lema 2.1 que
Ap

sup JCa(yix) i CYiX)j=0 ——
[a;b]£] n

1
M= "
Inn 2
C.S:

lo cual nos dice que para un n su..cientemente grande j Cn(y j X) j. M uniforme-
mente en [a; b] de forma casi segura. Entonces

sup jRIna(yj X)j

[a;bl£1
A L u
1 . . A .. Inn
- — sup jC(sjx)iCn(sjx)j =0 — C:S: (2.49)
U [abl£l nh

Trataremos ahora el término mas dificil, R2na(y j X).
Siguiendo la demostracion de Lo y Singh (1986) obtenemos uniformemente en
x 21 que

sup JR2na(y jXx)j - (2.50)
a-y-b
Kn . oA ) .
- — sup jCh(yjx) i C(yjx)j£ (2.51)

H™ [a;bl£1
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£ max j[Hin(yis1 1) § HIWe )] @ Hin0i§x) i HIGi i)l i+ (252)
# " #-

1 1 1 1 Z
+2 max sup = - i - i = - i -
i-Knyi-y-yisa  Cn(YjX) 'Ciyjx ! Cn(YijXx) ' Clyijx)

(2.53)

donde f[yi;yi+1]gt‘21 es una particion del intervalo [a;b] en k, intervalos donde

i P 1=2
Y1 =a, Ykn+1 = by kn » 18078 7% Entonces:

(2:51) = O(1): (2.54)
En cuanto al término (2.52) se puede acotar por

max - sup FHI(Yix) i HE(Yix)] i [Hin(yiix) i HT(yiix)]  (2.55)
NYi-y-VYi+1

y utilizando el Lema 2.3 obtenemos:

A“lnnﬂ3=4!
Estudiamos, ahora, el orden de (2.53).
Utilizando (2.48) y que
z - ol
A . . 2 Inn
sup Cn(yjx)iC(yjx) =0 n_h c:s:
[a;b]£1 n
obtenemos: ~ ~
U T N
(258) - 2 max s Colyix) i C(g/JX) o CnliX) i C(BZ/iJX) -
: ny-ﬂv Vie1 (Clyix)) (Cyiix))
+0 ln_n C:S:
- 'S:
Ademas:

Ca(yiX) i Cyix) _ CnlyiiX) i Clyijx)
Ccyix)? ' (Cwiin)?
Ca(yix) i Cyjx) i Calyi YiiX) +Clyiix)
(C (yijx)?
Calyix) i Clyj ) Cn(yjx) i Clyjx)
Cyin? T Ccwmin?
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y este ultimo término

Cn(yjx) i C(yjXx) : Cn(yix) i C(yjXx)
s (Cyix)y A(S(yi X)) .
(CHijx)* i (Cyjx)* Calyix) i Cyjx)
(C(yjx))*(Clyijx)?

Por tanto, (2.53) se puede acotar por

2 U ) L -
Fln%aii sup  Cn(yjX) i C(yjix) i Cn(yijx)+C(yijXx) +
TITRNYE-Y -Yivl _ _ _

42 sup Ca(yix) i COYIX) max  sup  (Cyijx)2 i (Clyjx)P

W [asbl£l 1-i-knyj-y-yin
Inn
+0 Ll C:S:
nh

Aplicando nuevamente los Lemas 2.1 y 2.3, y las condiciones sobre la particién
lyi; yi+r1]oiny; se llega a

A |
Mo T3-4 M

(253) =0 — +0 — =0

nh nh nh ¢S

Este resultado junto con (2.54) y (2.56) prueban que

A 1
IJ‘ln n Ta=s

(2:50) =0 Y c:s:

Y éste orden y (2.49) prueban el apartado a) del teorema.

b) Por la hipdtesis H2 se tiene que ay gjx) < a; 8x 2 I: Si ademas a < ayjx),
8x 2 1; entonces ay (jx) < @ < an(jx); 8X 2 I: De esta forma el apartado b) es un
caso particular del apartado a) para esta eleccién de a.

c) Denotemos por F(y jx) =1 j exp(j AE(y j x)), entonces:
3 - 3 -

Feiyix) i Fiyix)= FRYIixX) i F(yix) + Fiyix) i F(yix) =1+11
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Teniendo en cuenta la relacion expresada en (2.11) y utilizando un desarrollo de
Taylor podemos escribir:
3

-

= Liep(idR(yix) i (1iep(idlyix) =
= i eXp(iAEC(yJQ)iexp(iA(in)) =
= qexp(iAYiX) PAR(YIX) +AYiX) i

3 "2

i1=2exp (A% (V%)) TAR(Y %)+ AWy i%)
= (LiFyix) AR(Yix) i AYix) i

- 3
. . 2
i1=2exp (i A°(YiX) AR(YiX) i AYjX)
= 11+

donde A°(y j x) esta entre A(y j x) y AL(yjx).

Resumiendo: s _

FEYIX) i Fyix)=(1iF(yix) AS(yjx) i Alyjix) +1+1l

De este modo el apartado ¢) se demuestra teniendo en cuenta:
1) 11 F(y]jx) esta acotado paraa - y - b
P H nn o
2) supa.y.pjll2j=0 77 cs:
Consecuencia de

:A : Aulnnﬂlzz !
sup AF(YJX) i Ayjx) =0 — c:s:
[a;bl£1 nh
Y esto se debe a que
N X _
Ar(Yix) i Ayix)] = Bni(X)»(Zi;Tisti;y;X) + Ra(y j X)
i=1
donde ~ .
AHI V3-a
. . nn
Supa-y-hx21 j Rn(yjX)j=0 —_ 0 C:s:
nh
junto con el hecho de que B _
Z Z A 1
X Z ulnnﬂlzz

sup = Bri(X)»5(Zi; Ti; i3 y;X)- =0 —— c:s: (2.57)
[ablEl j—; nh
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Esta ultima acotacion se obtiene aplicando el Lema 2.1 repetidamente en la expre-
sion:

X

Bni (X)»a(Zi; Ti; £i;Y; X)
i=1 .
y o H y A .
= IO T I s
2, C(sjx) a (C(s ji())

y y
L dHE(sjx) i L ghe

A TGN
YdHE (sjx) j dHI(sjx) .~ Y Cn(sjx) i C(sjx
S C(sjx) , aa (C(sjx))?
g MR EHE GI0 Sy HR PR 610
C(sjx) a C(sjx)

%Y Ea(siX) i C(siX)
a  (C(six)?

dH{ (s j x)

y tomando a tal que aj gjx) < a < apjx)-
3) supapjer jli = O(1=nh) cs:
2 .
I = Fﬁ;(yj )i Liep(idn(yix) = ]
i
= i expln 1j Fé;’](yj X) i ep(iATyjX) =

3 - ‘i
= exp(iA®(yjx) iln 1iF¥(Yjx) i AF(yjx)
3 .
donde jA™(yjx)estaentreln 1 Fl(yjx) y iAC(yjx).
Estudiamos:
2 .
i1 iE,ﬁC(ij) i AT(Yix)
X _ - D 1fZi-ygiiBniO() ) - D 1fZi-ygiiBni<X)
= iln 1|-n1 Brj () ] B (%)
i=1 > 15 T -Zi - Zjg=n) =t Tj - Zi - ZjgPnj 3
X 1 1
= 4 @1 ; e A:p
3 Lfz;-ygti i In @1 j [ T—— i LT, 2, 2950 00
=1 Bri (0 Bm G0

(2.58)
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Utilizando la desigualdad:

TR

1
O<jln 1§5-— i

1
N >
X  X(xil) Bx>1

X

3 .
P
para X = J'-‘=1 L¢7; - 7; - 2;gBni (X) =Bni(X) cuando Bni(Xx) > 0, obtenemos

X Bni(x))?
(2:58) - liz;.ygtibPp (Bnix)” . i

=1 Jp:l 11'Tj -Zj- ngan (X) i Bni(x)

donde el denominador es un Cn corregido, es decir
(@) 1
. ) X
Ch(Ziix) = @ lfr.2-2,Bni()A i Bni(X) =
i=1
X X
= Lerj<zigBni(X) i lez;<z;gBni(X):
j=1 j=1
De este modo, y razonando de la misma forma que para obtener el orden de
supy R1na(y J X), se llega a

Z N . (TR |
y o}
sup (I) - cte max Bpi(X) M =0 L c:s:
a-y-b 1-i-n a én(ij) nh

3. Demostracion de los Teoremas 2.2, 2.3 y 2.4.
3.1. Demostracion del Teorema 2.2.
El apartado c) del Teorema 2.1 dice que, parax 2 1 ey 2 [a;b:

. x
Fyix) i F(yix) =1 i Fyix)  Bni(X)»(Zi; Tis£iiy;X) + RL(Y ] X)

i=1

donde ~ ;
- - Auln n Ta=a ™
sup Ri(yjx) =0 — cs:
[a;bl£] nh
Por otro lado en la demostracion de dicho apartado se ha probado que
- S T P
- X - Inn 72

sup (1 i F(yjx))  Bni(X)»(Zi;Ti;#i;y;x)-=0

— c:s:
[ab]El - nh
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(ver (2.57) y tener en cuenta que ay jxy < a < an(jx), 8X 2 ). De este modo se

obtiene el resultado deseado de: N
_ _ AH

]
_ ] Th:z'
— AtC . - . — nn o
sup Fy(yjx)iF(yjx) =0 o cSs:
[a;b]£1 n
3.2. Demostracion del Teorema 2.3.
a) Estamos en condiciones de aplicar el apartado c) del Teorema 2.1, esto es,

parax2 1 ey 2 [a;b]:

) =
F(Yix) i Fyix)=1 i F(yix) Bni(X)»(Zi;Tiiti;y;X) + RL(Y ] X)
i=1

donde N
Auln  Ma=4 !
sup jRU(Yjx)j=0 — c:s:
a-y-b nh
i Gy 2o 1
Como (nh)1=2 'Inn ™3 _ inin "y in*n w () | distribuci6n asintética de
h i

p—h. .
nh F(yjx) i F(yjx)

coincide con la de

pP— X
nh(1 § F(yjx))  Bni(X)»(Zi;Ti;i;y;X)
. i=1
q #
P— X My .
= nh(l j F(yjx)) EK X lh Lo»(Zi Tis iy X) =mP(x)

i=1

donde el denominador denota el estimador de Parzen-Rosenblatt de la funcién de
densidad de X condicionadaa T - Z. Es conocido que m”(x) converge en probabili-
dad a m"(x) y por tanto, sélo resta estudiar la distribucion asintotica del numerador
que podemos descomponer de la forma:

A
__ X
PR Fyix) £
TR I VTR | 1.7
£ K XITXI »(Zi;Ti 2y, X) i E K x.hX. »(Zi; Ty £i3 Y5 X) +
L > Hopo T 11
+ nh(1jF(yjx)) iE K Xi X »(Zis Tisxiy;X) =14+11:

nh h

i=1
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Comenzamos estudiando el segundo sumando.
En primer lugar se tiene que:

A L
E Xi Hy i Xiﬂ>)(z__.|.__+__ 1)
1 nh h | K] |i—|lyl
TR VA || il
— lE K X X »(Z, T £;7;X)JT - Z
h h
L x'lT Rl
- ;E EK L2 »@ZTHyx) T - Z;X
1Z “x iu
= & K r'] EMZT;t;y;X)jT - Z;X =u)m"(u)du  (2.59)

donde

EI(I(Z;T;i;y;x)%T - Z; X =u)

1fZ -y;x=1g y 1'l"l' -s-29 a . .
- i dH{(sjX)JT - Z; X =u
CZin | o (Clsjrp eI

YdH{(tju) . Y C(sju)
o C(tix) ' o (C(sjx)

il

= E
z

SdHZ (s j X) (2.60)

y por tanto ®(u) = E (»(Z;T;£;y;X)j T - Z; X = u) es una funcion 2 veces deriva-
ble y con derivada segunda acotada respecto a u en un entorno de x (se escribe
mediante operaciones de funciones que por la hipo6tesis H4 veri..can las anteriores
restricciones). Ademés ®(x) = 0; sin mas que aplicar (2.60) con u = x: Teniendo
en cuenta estas propiedades y utilizando calculos estandar para derivar el sesgo de
un estimador nucleo con pesos de Nadaraya-Watson, (2.59) se puede escribir de la
forma:
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y entonces
P— :
Il = nh(jFyjx)E
M 5 HZ 'ITi ¢ 11
£ 5 2?K(z)dz ®"(x)m®(x) 4+ 20"(x)m™(x) + o(h?)
3 - 3 -
_ o Pmn —o (nh®)¥2 - (2.62)

Bajo la hipotesis nh® ¥ 0 se tiene que 11 = o(1) y entonces la distribucion asintética
de I + 11 coincide con la de I:

Es inmediato que

X rd
I = in(Xy)
i=1

donde las variables “;.,(x;y) vienen dadas por

(M) (1§ Rfy 1)) €

il 1.
£Kxixi H M

»(Zi; Tistiny;X) i E K Xihxi »(Zi; Tis i Yi X)

(2.63)

Paraccada n, 4 in(X;y) son n variab!es independientes dgsmedia (; Si adegas
Var “in(xy) =%, < +d;parai=1;u5ny % = L Var Tia(xy) es
positiva, estaremos en condiciones de aplicar el Teorema Central del Limite para
disposiciones triangulares (teorema 7.2 de Billingsley, pag. 42) y obtener:

P, .
o i1 gn(%Y)

l inzl Var H’i;n(X; y)

a id! N(0;1)

siempre que la condicién de Lindeberg se veri..que.
Primero, demostraremos que la varianza es ..nita:

£ o} . “ ﬂ >

Var aiay) = (1 Fyix? var ok A2z Ty T - 2
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y, razonando como en el calculo de (2.61), se obtiene que
. (SRS | s
Var %K X1z .hX »(Z, T, £,7;X)JT - Z
VO TR | )P #
1 X i X .
= E HK h »(Z;T;5y:x) JT - Z
. poo T )
iE %K X lhx »Z;T;5y;X)jT - Z
z M
1 xju _£ . L.
= @KZ + E »(Z;T;£y;x)jT - Z; X =u m°(u)du j O(h%)
1 M 11 £ g
= r K2(z)dz E »2(Z;T;+y;x)jT - Z; X =x m?(x)+0(h) j O(h%)
) uz |
= 5 K2(z)dz Varp(Z;T;£y;x)jT - Z;X =x]m*(x) + O(h):  (2.64)
Por tanto
£ o]
Var ",
/ in(X:Y) Lz T
= ﬁ(l i F(yjx)? K2(z)dz Var[(Z;T;£y;x)jT - Z; X = x]m*(x) +
T
o = (2.65)
Finalmente

V%(»(Z;T;t;y;x)jT - Z; X =X)

1fZ _y'tzlg y 1ﬂ- -u- Zg o H > H
- E : . - dH{(ujx) jT - Z; X=X
CZix ' o (C(UJX>11[2 1)
1 -\Vi+t=
- B R T L zZX=x +
CZ i) '
HZ 1 T2 )
fT-U-2Z9 40, . . .
+E —————=dHj(ujx) T -Z;X=x j
0 (C(ujx) ]
lez .yi= Y 1 -y-
128 X9 T ux) T - ZiX = x

C(Zjx) o (C(ujx))?
= A+Bj2C:
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Veremos, al ..nal de esta demostracion que B j 2C = 0 y entonces

Var(»(&;T;i;y;x)jT - Z;x:X)'IT 7

Ltz .ye=1g .
— A—E fz y',_ lgsz:X;T-Z —
(C(Z]x)

YdH{(ujX).

, —(C(uj X))z. (2.66)

Los resultados (2.65) y (2.66) llevan a que

) X £ o
iy = Var i;n(X;y)
i=1 nz Mo
= (LiFyix)® KXz)dz

. q
Oy —?g(lu (;‘ )‘( )’;Z m?(x) + o(1)

= 3/42 + 0(1)

lo cual prueba que la varianza %2 es ..nita.
En segundo lugar, veri..caremos la condicion de Lindeberg, esto es

1><Z
%2 : . 2 (y)dP j1 0 8" >0 (2.67)
M izy T enGanj>"%ng

Si de..nimos la funciéon indicadora:

lin = 1fj'i;n(><;y)j>"3/4ng
2] h 3 - 3 3 - “i Ya

- =3 S 2
(M) 1A Fx))? K XL »(ZiTitiyx) i E K 220 »(ZiTitiyix)  >"2%2

(2.67) puede escribirse como
2 3

'?;n(y:X>la;é:
{2—ro

n

7= —E
2:67) =
(267 = zE8

1=

Debido a que (nh)i' ¥ 0y las funciones K y » son acotadas, se tiene:

9ng 2 N=n_ng) lin(w)=0; 8w and 8i 2 f1;2;:::;ng
= 9Np2N=n_no) H(w)=0; 8w
» 9IN2N=n_nD)E(,)=0
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y por tanto

1
lim —E(",) =0

3,2
n¥+1 /4n

lo cual demuestra la condicion de Lindeberg.
Finalmente, hemos probado que

PRRESY i) § Fyix)] i% N(0;2(y %)

donde
pz Tz, o1
. . dH7 (uj x o
i =i Fyin? K@z S e,
o (C(ujx))
Veremos ahora que B j 2C = 0:
El término B es igual a
W29 GH (ujx) X =xT - Z
o (C(ujx))
MZ ,Z 1ot i’ 11

= E "u-zg TT-v-Zg dH; (Ujx)dH] (VjX)j X =x;T - Z

0 o (C(ujx))*(C(vjx))?
B YTYE lfr.u-zgler-v-zg i X =%T - Z o g e
T e CliP e e podi v

Estudiamos:

i .
E 1f‘l’-u-Zglf‘I'-v-ZgJX:X;T -Z
= ®IIXP(T —urv;Z _u_v;T -ZjX=x)
i Zu’\v a1
= ®i(x) dH (s j x)dL(r j x)
0 u_v

= ®il(x) b i H(u_v)i jx)¢L(u’\vjx) (2.68)

donde uv = minfu;vgy u_ v =max fu;vg:
Volviendo a B, tenemos que
i i .. ¢c
ZyZy " iH |(u_v)' ix Lu”nvijx)

o 0 CuInPEWgP i)

B =®i(x)
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expresion que podemos descomponer en dos sumandos, integrando sobre los recintos
fu;v2[0;y] =u - vgy fu;v 2 [0;y] =u > vg, respectivamente. Asi obtenemos:

o _ ey Y i MR i) T
o CUin? W (CWjx? T
il y L(VJX) y(liH(Uin)) o . o .
+®1*(x) . (C(vjx))2 , (C(ujx))2 dHl(UJxZIT dH{ (v j x)
_ geit(x) U0 T AT HOVIX) g e g aHE( x):

o (CUjx))® u (Cvix)?

Estudiamos ahora el sumando C :

-ulfz Y 191-“‘12 y 1fT u-2g T ;
C = E 22yr=39 U gH(ujx) X =xT - Z
C(Z j X) 0 (C(Uj X))z l( J ) J

_ yE 1fz-y;¢=1glfT-u-z@,J.X:X_T .5 dHIujx)
0 C(Zjx) ’ T (C(ujx))?
y Hl | dH® .
_ g _fu-Z-ys=lg ﬂ'-ugjx:X.T 7 1 (ujx)
o HC(ZJ'X ’ (C(ujx))?
] y . Y dHy(vjx)  dH{(ujx)
= ®(x L(ujx : L
()Zo i) y ZC(VJX) (?[(ujx))z
" Y L(ujXx) Y dH1(v j x) N
= ®'(x) dH{ (uj x):

o (Cujx)? u C(vix)

Para que B = 2C basta comprobar que

2y z .
LiHNVIjX) o0 YdHi(V]X),
s (i HRIPO= et

(2.69)

Las expresiones (2.17) y (2.20) indican que

dHf (vix) = ®X) TP (T - v - Cjx)dF(vjx))
CWjx) = ®X)P (T -v-Cjx)'1iFNijx)

y ademas, bajo independencia condicional a X de las variables Y y C; se tiene:

i ¢ i N N
liH Vvijx = _1iF(v'jx)¢ 1iG((vijx)
dH; (vjx) = I1iG(vijx) dF (v j x):
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Por tanto:

Y (Li HWi jx)
v (C(vix)?
YA §FWVIjx)(1§iGWVijx)®X)IP (T -v - Cjx)dF(vjXx)
g CVI®N) P (T v - Cix) (1§ F(vi X)) )
Y (1§ G(vijx))dF(vjx) Y dH1(v j x)

u C(vix) ~u C(vix)

dH{ (v j x)

lo que prueba (2.69).
Una observacion ..nal, es que chequeando A, B y C se ve que

i ¢
EY2(Z;T:5y:x)iT - ZX =u

es una funcion dos veces derivable con derivada segunda acotada en un entorno de
u = Xx; lo cual justi..ca el razonamiento utilizado para escribir (2.64).

b) Este apartado se obtiene usando el apartado anterior y sustituyendo h por
Cnit=5 en la expresion del término 11 (ecuacion (2.62)). Ademas

Y AREEix) LY CiN) e
PO = w0 1o cjortieiX)
y
#90 CPvaipix LY Es] X ag(s )

o Ctix) ' o (C(sjx)

donde H}(y j x) y C(y j x) denotan las derivadas de H(y j X) y C(y j x) con
respecto a x, valoradas en el punto x; y H(y j x) y C(y j X) denotan las segundas
derivadas de H{(y j X) y C(y j X) con respecto a X, valoradas en el punto X;
respectivamente.

3.3. Demostracion del Teorema 2.4.

Podemos dar un paso méas y considerar | un elemento aleatorio de D [a; b] = ff 2
F([a;b]; R)= f continua por la derecha y con discontinuidades, a lo sumo de saltog,
es decir

Izln: Q
w

= -
= O

)
\/IE‘
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donde
Zin(y;xX)(w) = Fl_iyJX)E q (2.70)
£ K # »(Zi(w); Ti(w); 2i(W);Y; X) §
o, T 1.
iE K %'(W) »(Zi(w); Ti(w); 2i(W);y; X)

Para probar la convergencia débil del elemento aleatorio I,; demostraremos,
en primer lugar, la convergencia débil de las distribuciones ..nito dimensionales, v,
posteriormente, el tightness del proceso (ver teorema 15.6 de Billingsley).

La primera condicién, adaptada a nuestro contexto, puede expresarse como:
1) 8p 2 N y tg;tp; 25ty 2 R existe un elemento aleatorio W : @ ¥ D [a;b] tal que

(In(t2); In(t2); €€ 1n(tp)) i (W (t1); W (t2); ¢ ¢ W (t,)) donde

R
[In (D] (W) = Tn(w; 1)

In(t): Q
w

Para veri..car esta condicidn utilizaremos el siguiente resultado de Araujo y Giné
(1980) (pag. 41):

Sea Xpi = (X(l) Xr(ﬁ), ::"X(p)) una disposicion triangular de vectores aleatorios
centrados e independientesztal que: -

D8 k=12mp L E XDx® ¥ a5y A = (ajk)pgp & (0)

- 3 - _
R -2 I P py 272

P R - ¥ "S- X — P a)
") i=1 fjxnij>"g Xn| dP - O 8 >O, donde Xn| — J=1 an
P, d
entonces ;_; Xni ¥ N(0;A)cuandon ¥ +1:
En nuestro caso se tiene que
X
Xni = (In(t); In(t2); 2515 In(tp)) =
i=1
X il=2
= (M) ' (34n (12 X); Zin (t2: X); 121 5 3in (tp; X)) (2.71)

i=1

donde las variables aleatorias 3;,(tj; X), parai = 1;:::;ny j = 1;:::; p, estan de..nidas
de acuerdo con (2.70).
En primer lugar estudiamos la condicion i) para la expresion anterior.
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Calculos totalmente analogos a los realizados en la demostracion del teorema
anterior para el estudio de Var (»(Z;T;£;y;X)J T - Z; X =X) llevan a
ZE MZ Tt X (T 5 tGX) jT - Z; X =X)
tj/\tk dHu -
- M (2.72)
o (Cujx))
Para comprobarlo no hay mas que desarrollar:

E(»(Z;T;i;tj;x)»(ZZ;T;i;tk;x)jT - Z; X =X)

- 1fZ -t5;+=1g 4 1f‘l’ -u-2Zg . :
= E ——=— ———=—=-dH{(ujx) £
- C(Zix 'Zo (C(ujx))? 1(UIx) q
1fZ-tk't=1g t 1ﬂ' -u-2Zg o . >
—— i ——=dH{(ujx) jT - Z; X =X
CZin o Cujay X
.1fZ-tj;t=191fZ-tk;tzlg . i :
=E —— JiT-Z;X=x +
(C(Zjx))
‘UZ THZ , il .
1er ou- K lgr.u-
+E T ghewx) ITU20 gHsujx) T - Z;X =x
o (C(ujx)) o (C(ujx))

5

. . lfz - tj;+=1g tc Ler - u-Zg
' ~C(Zix) 2 (C(ujx))?
1fZ-tk;’_rzlg 4 1ﬂ' -u-2Zg
C(Zix) o (C(ujx))?

dH{(UjX)jT - Z; X =x j

5

dH7(Ujx)jT - Z; X =x

=A+BiCiiC

y ver que B = C; + C, (probado al ..nal de la presente demostracion de i)), junto
con el resultado inmediato de

T Z.A .
Lz - t;:s=191¢z - t,;2=1g iT-ZX=x = G dHP (U j x)

(C(Zjx)? o (Cujx)*

A=E

Entonces, razonando como en el paso de (2.59) a (2.61) y utilizando que

OX)=E(ZT,5t;X)jT - Z,X=X)=0
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y (2.72), se obtiene:

E (3in(tj; X)3in(ti X))
= 1ijFtijx)1iEtjx)£
(1 H(JJH)X)(-;.ﬂ(kJ )
- £ E k2 242 »(Zi;Ti;ii;tj;X)»(Zi;Ti;ii;tk;X) i
OV | T 1 1.
P E K X'hx' (ZiTititix) E K ZAX

= (g0 Ftix)e
£ h K2(u)du m*(X)E (»(Z; T; £t X)(Z T 5t X) j T - Z; X = X)
+O(h®) § O(h%)?"

pz il pz il

_ WiFGIO) i Fh)h  Kudy mi) o aHEuix)

o (Clujx)?
+O(h%): (2.73)
Ahora, recordando (2.71) y teniendo en cuenta (2.73), se llega a

3 -

R
i=1 ) Uz q
= (nh)il (1iF({jx)(1iF(tjx))h Kz(u)du m°(x)£
i=1
Zt_l\t a - 5 X
g T ALUIOTL T nyitom)
0 (C(ujx)) i=1
HZ THZ 4, dH7{(uj x T
C i FMI) (1 Flx)  K3u)du AHIUIX) ey
0 (C(ujx))
+0(h?)
Py v
esdecir _;E X;’Xn® ¥ ajk €& 0 donde
Y4 |
gk = (LiF@jx)1iF(tjx) K2Zudu £
MZ  ~t |
e dH (U x) m°(x): (2.74)

o (Cujx)’
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\Vedmos, antes de veri..car ii), que B = C; + C,. Respecto a B se tiene que:
Kz MTuz 11 11

LI P W leroy-
_TT-8-29 gy MU 29 gHE(UjX) jX=xT -2

o T N wipr

- l i
_ ST WE dfrou.zglfrov.zg] X =XT - Z dH7 (U X)dH7 (v j X):
pum— l l |

0o 0 (C(ujx)*(C(vjx)?
Aplicando (2.68), la expresion anterior se puede escribir de la forma:
i i .. ¢c
Zyluly iH I(u_v)' jx Lunvjx)

®F(x) dH7 (uj x)dH{ (v j x)

- 2 - 2
0o 0 (C(ujx)*(C(vix))
donde, una vez mas, u v = minfu;vg y u_ v = max fu;vg. Descomponiendo
ahora, la integral en dos sumandos: uno para los puntos donde u - v y otro para
aquellos con u > v, se tiene que:

il
dH(vjx) dH{(ujx)+
il
dH{(ujx) dHj(vjXx):

“utn Lujx) PP HEijx)

(C(ujx)) (C(vjx)?
2y, L(vjX) z,, (1iHuijx)
o (CWjix)* v (C(ujx))’

Estudiamos ahora el sumando C; :

B = ®i'(x)

+®i1(x)

- Z
1fZ-t-'*_rzlg tic 1fT-u-Zg . : :
C, = E —/1+— ————=dH{UjX)j X =x;T - Z
' CZixn o Cujxre

il .
IR 167 ct:vm1aleT -0 o
_ £ fZ-tj;% lg-fT u Zng:X;T .7 dHl(L.Jsz
0 C(Zjx) q (CUIx)
tk 1 i} e 1 _ o] H
_ g _fu-Z-t# -1g T ung:X;T .7 dHl(l'JjXZ
o, C(Zj X% (Cujx))
] i . 4 dH1(vjx) = dH(ujx)
_ @il 1 1
® (X) ZO L(UJ X) 0 1|Iu-vg C(VJ X) (C(UJ X>>2
_ eilx) WG (ujx) B dHy(vj x) dHE (U j X):
o (Cujx)® u CWvix ! '
Analogamente
Z tk/\t_ - IJ-Z tk - ﬂ
C2:®i1(X) ! M M dHf(ujx):

o (Cujx))? u C(vjx)

Finalmente, teniendo en cuenta (2.69) se tiene que B = C; + Co.
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Ahora estudiamos la condicidn ii).
De..niendo la siguiente funcion indicadora:

. N A — 1% 3 - Yo —
Ini = Ujmujorg =P w2
= 1% h 3 - 3 3 - “i Ya

. P N = 2
(nh)i* 7 P_ K XL (Zi Tt ) i E K SR »(Zi Tt x) >

la condicion ii) equivale a probar la convergencia hacia 0, 8" > 0; de la expresién

o 2 3
> Z -2 > Z X )
Xy dP = Jnid  (nh)T32 (yj;x)2dP =
i=1 fiXnij>"g i=1 j=1
2 3
Loax X
= (nh)*"E Jni (X
—

Y como (nh)#! ¥ 0y las funciones K y » son acotadas 8j = 1;2;:::p, se tiene que
9ng 2 N=n_ng ) Jni(w)=0; 8w and 8i 2 f1;2;:::;ng
- 9Ng2N=n_no ) 3,(w)=0; 8w
» 9Ng2N=n_ny ) EE,=0
lo cuél implica que

lim_(nh)itE(3,) =0

n¥+1

gue es la veri..cacién de la condicion ii).
Como consecuencia de las condiciones i) e ii) hemos probado que

(In(to); In(t2); 122 5 In(ty) i N(0;A)

donde A = (ajk)pep CON ajk de acuerdo a (2.74).
Para ..nalizar la presente demostracién debemos probar el tightness del proceso

In.
Una condicion su..ciente a tal efecto es comprobar que

h i
E (In(t2) i In(t)*(In(t) i In(t1))* - C[Gn (t2) i Gn (tu)]”
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parat; - t - tp y donde G es una sucesion de funciones no decrecientes que
convergen a una funcion G no decreciente y continua (ver la particularizacion al
caso de procesos empiricos unidimensionales del Teorema 3 de Bickel y Wichura
(1971)).

La demostracion de que dicha condicion se veri..ca para el proceso que nos
ocupa, se obtiene utilizando argumentos analogos a los que utiliza Stute (1997) en
su Teorema 1.1y Lema 5.1.

4. Demostraciéon de los lemas previos al Teorema 2.1.
4.1. Demostracion del Lema 2.1.

Este lema es consecuencia de la Propiedad 2.42, propiedad que también se veri-
..ca para el estimador de Nadaraya-Watson de cualquier subdistribucion de una v.a.
Y; del tipo P (Y - t; £+ =kjX =Xx); siendo = una v.a. indicadora (k =0 o 1), sin
mas que transformar la variable + en una variable continua (Dabrowska, 1989).

La funcion H{, es un caso particular de los estimadores descritos para la sub-
distribucion Hi(y j X) = P (Z - y;+=1jx; T - Z) y las hipotesis de este lema
implican las de la Propiedad 2.42 para H{(y j X): Asi se obtiene la primera parte.

Lafuncion C(tjx) =P (T -t - Zjx T - Z) se puede escribir de la forma

Ctjx)=P(T -tjx;T -2Z2)jP(Z<tjx;T - 2)

y es, por tanto, diferencia de dos funciones de distribucion. Su funcion estimadora
Cp, veri..ca:

X X
Cn(tjx) = Lr, -tg Bni(X) i 1fZi<thni(X)
i=1 i=1

y entonces
Ca(tjx) i C(tjx)=[LR(tjx) i L°(tjx)] i [H(t% jx) i H(ti jx)] (2.75)

donde L& y HZ son, respectivamente, estimadores del tipo descrito de las funciones
L°(tjx) =P (T - tjx;T - Z)yH " (tjx)=P (Z - tjx;T - 2Z).

Las hipdtesis de este lema implican las de la Propiedad 2.42 para las funciones
L®(¢ j x) y H?(¢ j ). Esto, junto con la desigualdad sup; j ai i bi j- sup; j ai j
+ sup; J bi j prueba la segunda parte del presente lema.

4.2. Demostracion del Lema 2.2.
Como en la demostracion de la Propiedad 2.42 descomponemos la cantidad de
interés de la forma:
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(t
An(s;x) _ An(tx) _ A(s;x)  A(t;x
Ma(x) ' max) ' mx) T m(x)
An(s:X) i An(EX) _ A(s;X) i A(t;X)
Mn(X) ! m(X)
A(s;X) 1 At X) - A(S)X) i
ma(x) ' ()
An(s;X) T An(tX) i AS;X) +AEX)  A(SX) § At X) M(X) j Mn(X)

= () + m(x) ()

= S1+S5

Comenzamos estudiando S;:
En primer lugar, se tiene, de modo uniforme para x 2 I, que

A 1
IJ‘ln n M=

i ¢
M) i M()j=0  —= +o'n?’ cs:

(este resultado se prueba de forma implicita en la demostracion de la Propiedad
2.42). Entonces utilizando (h1), para un n su..cientemente grande, se veri..cara que
Mp(Xx) . °>0:

=

En §egundo lugar: )
:A(S; X) i A(t; X): :jS(Sj X) i S(tj X)j - _SO<»j X)(S i t)_ = O(bn)

m(x)
de modo uniforme en [0;+21) £ I; por la hipdtesis (h6), y de este modo
A |
. .. . 9 M- .
. - . - ¢
iSaj - JA(S; X) i A(t; xo)jzjm(x) i Ma(X)j O by 1;1; L o'pn es:

Pasamos al estudio del primer sumando, cuyo orden coincide con el del nume-
rador:

An(s;X) T An(t;X) i A(S;X) +A(t;X) = .
= An(s;X) i An(t;X) i EAn(s;X) + EAR(L; X) +
+ EAn(S;X) i EAn(t;X) i A(S;X) + A(t; X)
= S11+ Sp2:
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Razonando como en (2.3) tenemos que Si; es igual a:
z TR | z TR |
1 Xju
= K Lfy>sgdMn(y;u) i Lfy>tgdMn(y;u)
h (%:U) h q ﬁy:U) 1 q
Xju ) 1 Xju
Lfy>sgdM (y; u) + n K h
(y;w)

o>l

M
K

vl

Lfy>gdM (y; u)

!
i

h . h

7 (y;u) T
Xju i ) ¢ o _
Lfy>sg 1 Lfy>tg (AMn(y;u) § dM(y;u))

K
Z(y;u)ux ) u'”Z | .
K = Ly>sg i liystg (@Mn(y;U) i dM(y;u))
U —{z—} |2 0
o dv
z 27, H 1

1 : Xiju
= — (dMp(y;u) § dM(y;u)) dK 1
h u B s h

>

S5l o]

R
donde B representa el intervalo comprendido entre x y uy  se restringe al intervalo

(X i h;x+ h]. Llamando

R(s; t;X;U) = [min (s; t) ; max (s; t)] £ [min(X; u); max(X; u)]

obtenemos que S11 es igual a:

Z M il
17 - e Xiju
" . n (R(s;t;x;u)) dK h } .
= b B (T(Ma(s) M0 M w) ok M (Ve )

donde w 2 [M2(x j h) i M2(X); Ma(X + h) i Ma(X)].
De este modo

jSuj - sup@n(S)i
T2J3
donde J = fT = [u1;up] £ [v1;V2] = jus § Uz] - Chn;jvi i V2] - 2T'hg; puesto que

jup i u2j =jMy(s) i Ma(t)j - jfy (»)ijs i tj - Cbn

Viive] - jM2(X) +w(max) j (M2(X)+ wW(min))j =
= jM2<X+h) i Mz(X) i |\/|2<X i h)+M2(X)j
= jMa(x+h) i Ma(x i h)j=jm(»)jj2hj - 2Th:
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Llamando kék = supgs.t_o=js j tj - bnget I8, S€ tiene entonces que

kSy1k - sup j®n(T)j ﬁ
T2J

y utilizando el resultado dado por (2.2) se llega a

T (@) 1
L
P (kSppk=>") - P supj®y(T)j=>" =P 6pﬁ sup j®n(T)j > pﬁ"hg .
T23 h T23 | {23
Y 7 ¢
C1 ? conh2v2 ™
- — sexp i (2.76)
[min(Chp; 2I'h)] L h(a)
donde
Yz Ya
(@) = sup dC(u;v) =
RJ T '

= sup c(u;v) 2T'hChb, = I'p2I'hChy,
fu,v2T = T2Jdg

y T'p es una constante (ya que (hl) y (h9) llevan a que la densidad ¢ es acotada).
Entonces:

Ya Ya
(2:76) - C1 exp |ﬂ =
min(C2h2; 41'2h2) .2To2T'hCh,
¢l © o o ®
= min(hZg) P i C2nh"=bn (2.77)
' ¥n

siempre que 2 - pﬁ(', Yié - eopﬁl/z( a) para alguna constante positiva ey:
Analicemos Ias dos ultleqas condiciones.

Tomando " = ¢® ' '””bn la primera restriccion se veri..ca puesto que:
M M-
P— P—_P—-h , Inn 2, =
2-"N, ,2-'n n:c - - (nhby, In n)*2
¢i1

) L i .
y teniendo en cuenta que por hipotesis by "r]—r? '" > A > 0 se tiene, para n su..-
cientemente grande,

n, 1o
(mn)?>A(nn?> 2= -

o}

nh(Inn)?bn _ nhbx
Inn ~ Inn

nhbyInn =
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La segunda restriccion equivale a

i - eopﬁl/z(a) . pﬁ"h - eopﬁFOQFthn
M 1%
- pﬁhcu ]:'ll_l’:]bn = eopﬁFOQFthn
TU P
Inn
- mbn = e0F02FT[Can>_u
H 2 _
. BN @ peorcs 2 \lmn)=nhb (2.78)
nhbp, C [02I'C &
pues bajo las hipdtesis de este lema %(a) = ['g2I'hChp,: ¢

L, y utilizando b, 0071 > A > 0 obte-

Entonces, tomando ¢2 | ——1——
¢(2i0iCyx)

nemos (2.78).

- . v ool ¢1- ]
Ahora, estamos en condiciones de aplicar (2.77) para " = ¢ 'Q—an ! 2; y asi
obtener:
Ya Ya
_ B c) i conhc™byInn” c) © e, 2
(2:77) = min (N2 02) exp A = mn(h%02) exp jCC“lnn =
_ gl
~ min(h?;b2)nc2c™
gue es sumable sin mas que tomar un c® apropiado.
Aplicando el lema de Borel-Cantelli se tiene que
Aulnn ﬂ1=2!
kSllk =0 mbn C:S:
Para terminar la demostracién estudiamos el orden de kSq2k:
S12 = EAn(s;X) i EAN(E;X) g Als; AL x) =
12 1'%“(81)() 1 l.fl)E ’_Xuﬂ (S,X) + 1(£’X) HX i uTl'
_ 1 : i .1 i .
= 5 S(sjuK h m(u)du j h S(tjuK h m(u)du j
iS(sjx)m(x)+ S(tjx)m(x
;%(J )m(x) + S(t ] x) (“)x-u'"
= ¢ (SEiwistiw)K —— m(u)du
i (S(sjx) i S(tjx))m(x):



2.3. Estimacion condicional con censura y truncamiento 117

Ademas utilizando las hipétesis (h6) y (h7) podemos escribir:
S(siX) i S(tjx)=S'tix)(sit)+ %S“’(»jx)(s i)

y por tanto, jSi2j se puede acotar por la siguiente suma:
-z ¢ M T . -

%_ 'S'tjuysit) K X:]“ mu)du § 'SEix)(s i t) M-+
e LI
+E §S°°(>>j u)(s j t)? K r: m(u)du j

%SOO(»O ix)(sit? mx)
= jS121) +]S120):

Para el primer sumando se tiene:

- Z L 11 _

] .. -1 Xju ] . -
S - Jsitip K rI1 S'(tj uym(u)du i S(tjx)m(x)-

y como S' es derivable respecto a x con derivada acotada y m también, es un
resultado conocido de la estimacion nicleo con pesos Nadaraya-Watson que:

lz K”Xiuﬂ
h h

St j uym(u)du § 'S'tj %) m(x) = o(h):

Asi se obtiene de modo uniforme en [0;+1) £ 1 que
jS121j = O(bnh):
De la de..nicién y acotacion de las funciones involucradas, se cumple:
jS122] = O(0?) en [0;4+1) £1:

Resumiendo, hemos demostrado que

A Hlnr’lﬂlzz! i ¢
kS;k = O by 5 +0 b,h?  cs:
A“lnn ﬂlzz!
kSiptk = O mbn C:S:

i ¢
kSizk = O(bah) + 0 'b2
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y estos resultados junto con

b 0
n — =< _
TaTpgtiz o = 0o(l)

N “nh
prueban la primera parte del lema.

- ¢ _

Bajodas hipotesis nh5:31pn =0H)yby» "’r}—r? 2 se tiene:

. | 1=2 | 3=4

) O ‘Inhp, " =0 ‘hp

i) 0 'b2 =0 'lnn u -

i ¢1-2 innb1=2 i), %3=4 5 1=4

iii) O (bph) = O "h2IR0 "7y jy Tinn 522 Ao =558 a2 = = o (1)
que prueban la segunda parte.

4.3. Demostracion del Lema 2.3.

Es consecuencia del Lema 2.2 aplicado a las funciones Hy(t j x), H(t j X) y
L°(t j X) y sus respectivos estimadores HZ, (t j x), HA(t j x) y L2(t j x), dandose
cuenta que las consideraciones hechas para la demostracién del Lema 2.1 tienen
cabida en la presente prueba.

5. Lemas utilizados en la demostracion del Teorema 2.5.

Lema 2.4 (desigualdad de Bernstein). Sean Wi;Wo;::;; Wy, v.a. independientes
veri..cando que P (jW; i E (W;)j - m) =1, paracada i = 1;2;::;;n; donde m < 1.
Entonces, para t > 0;

p]

A 1
:X X - (nt>2
P - Wi E(Wj)-_.nt -2exp iP5 5
. ' 2 = Var (Wj) + gmnt

para todo n = 1;2;:::

Lema 2.5 (desigualdad de ?erry-Esséen). SkEV1; Vo; i Vh son v.a. independientes
veri..cando EV; = 0:E |Vi2 =% >0y E jVij* < 1;8i, entonces existe una
constante A (universal) tal que

- - 3 -

_ 11} # _ P . .

Ly I L 0
up P =t -7 i ON(2) - AP ts:
:gg LACIPATE i On(2) [ g™ 3/4i2w3'2

i=1"% i=1

donde @y denota la funcion de distribucion de la N(0; 1):
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Lema 2.6 Sean 1,;%,;%; > 0y %, > 0 numeros reales. Denotando por &y y Ay
las funciones de distribucién y densidad de la normal estandar, respectivamente, se
veri..ca que
: HZ i 1211 ) IJ‘Z i 11112
2on N Yi2 P on Y
n o

] ] i ] ¢ ]
- kAnky  (Fm¥)t 1j3/42 i Y] Ijlzj + ¥ 1j11j max (%1; %) + % 1j12 i+
+ktA(t)ky (Yua¥o) V! o § %eaj max (Yar; %)
Demostracion. Es el Lema 2.4 de la Tesis de Cao Abad (1990).

Lema 2.7 Bajo las hipdtesis del Teorema 2.1c) y tomando h = Cni%™ se veri..ca,
parax 21 ey 2[a;b], que:

- A = 1 g
sup PYX (M) (1§ F(yjx)  Bni(X»(Zi;Titiyix) -t i
2R i—1

A 1
t i bn(yjx)

i N S
Vo 2(y j X)

donde

X .
ba(yix) = (N)'Z(LiFyjx)  Bni(OE5(ZiiTiitiy:x);
Xlzl |
Va(Yix) = nh(LiF(yjx)?  (Bni(x)?VarP»(ZiTiiyix)
i=1

y PYIX:EYIX y varYiX denotan, respectivamente, las probabilidades, esperanzas

y varianzas de ciertas variables dependientes condicionadas a las observaciones
X1 Xo; i Xn:

Demostracion.
Aplicaremos la desigualdad de Berry- Esséen a las variables

Vi = (nh)* (1§ F(y X)) (Bni(x)»(Zii Tiitiny; X)) i
i EYX (nh)¥™2(1 5 F(y X)) Bni(X)»(Zi; Ti; +i; y; X)

. ]
= (Nh)™? (1§ F(YjX)Bni(x) »(Zi;Ti;#i;¥;X) i Eij))(Zi;Ti;ii;y;X)l
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que abreviadamente escribiremos como
h i
Vi = (") (1§ F(yjx)Bni(X) »i(y;x) i E"P(y;x)

Asi obtenemos que el supremo del enunciado se acota por

-

P _
_ i P . _ . _
A(nh)s'z(l i FYix)® L (Bri(x)2EYX »i(y;x) i EY'P_(»i(in) °
h ] 3':) ] I3=2
nh(1l i F(y 13><))2 ?:1(Bni(X))zVar,Y’x»i(in)
P - : -
N Bnil))PEYX i(yix) i EY(yix)
_ A 5 2 . - : (2.79)
izt (Bni(X))"VarYX»(y; x)
o .

A continuacién veremos que EYIX »i(y;x) i EYX»(y;x) " esta acotada de
meglo uniforme 8i y como consecuencia, el numerador de la cota (2.79) tendra orden
O M, (Bni(x)*® quees

> K '"2)( A|J.1'IT2!

- (Bni(x))* - max Bni(X) - Bni(X) =0 - c:s:

Estudiamos entonces:
Sy :311

EYPX Si(yix) i EYPO(yx)7 =

3

= EVX5¥yix) i »Ei0E POi(yix) +
3 ’2 3 ’3:1-[
+ 3iyix) EPuyix) 1 ETPO(yix) -
. 3
. o ¢ .
EYIX iy 4+ 3EY X H2(yix) EYX (i (y; X)j) +
3 - 3
i - - i - - 2 i - -
3B (i(y;x)i) BV (ri(ysx))  + EYPC(vi(y; X))
3 - 3 -
L . i ¢ o . o .
EYP i(y; 0?4+ 3ETX H2(y;x) EYX (pi(y;x)i) +4 EVX (pi(y; X))
. . . i

. . . . . . 3®
4 EYX pri(y;xi® + EYX iy x)))

-

3

3

(en la Gltima desigualdad se ha utilizado que j»;(y; X)j ¥ j»; (y; X)j* tienengovarianza-
positivay por tanto EYIX o (y; X)j i (y; X)i* . EYPX (pi(y; x))) EYX joi(y; 3% ).
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Como por otra parte, se obtiene de modo uniforme 8i; que:
- 7 -

. . ‘1fZ- -y;ti=1g y 1fT- -u-Zig o -

»(ViX)] = ——== i ——=dH{ (u=x)- -

Pi(y: )] C(Zijx) ! 0o (C(uj x))2 1(U=X)

1 9
- sup —+ sup ————5 -2 SUp —— - —
s2lay] C (S1X)  s2fay] (C(sjX)* s2payl (C(sjx)> W

se llega al resultado deseado de
K _ |
gYIX »i(Y;X) i EYJX»i(y;X)_
K . 3 - 3 . '3ﬂ
4 BV iyl + EYP(i(yi i)
AHQ'ﬂs H2'|T3! H2'|T3
-4 = + = =8 — C:S:
W W2 W

Continuamos estudiando el denominador de la cota (2.79) dado por

AX !3=2
(Bni(x))2V ar Xy, (y; x)
i=1

Como consecuencia del Lema 2.8 (que se prueba a continuacion) se obtiene

A !
X , 20y i 1=2
(Bri()2Var Doy (yix) = — X o N Z g
i=1 (LiF(yix))“nh nh (nh)'*
lo que, de forma inmediata, demuestra que
AX !3=2 3 -
(Bni(x))?Var'™»;(y; x) =0 (nh)i*? s

i=1

y por tanto la cota en (2.79) tiene orden

A ! -

(::;—)iisiz =0 (nh)i¥? cs:

i ¢
Tomando h = Cni® se obtiene la tesis O 'ni2=5 :
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Lema 2.8 Bajo las hipdtesis del Teorema 2.1c) y tomando h = Cni'® se veri..ca,
parax 21 ey 2]a;b], que:

a)
A L
. . In n)*=2
bh(yjx)=b(yjx)+0O (1:1125 CS:
b)
A !
. . Inn)*?
Vn(yjx)=s?(yjx)+0 (nT)s c:s:

donde bn(y j X) Y vn(Y j X) estan de..nidos en el enunciado del lema anterior,

MR ,
by %) = €2 (1§ Fly i)~ S aime () + 20 (me(x)
d(u) = E »(Z; T 57 X) LT - Z; X =u) =
~ YdH{(sju) .Y C(sju) o, -
- —Cl(ij) i —(C(ij))del(SjX)
y
uR Tz S ||
200 5w\ (1 = Cone | Ko(z)dz YdHy (ujx)
SYIX) =i FYI0)" —m55— (Cujx)?

Demostracion.
a) Recordemos que

. 1=2 - X Y jX
bn(yix) = (nh)™(LiF(yjx)) Bni(X)E""»(Zi;Titiy;x) =
i=1
1=2 X
= ()™ @i F(yjx)  Bni(X)2(X):

i=1

s -

Teniendo en cuenta que Bni(x) = m3it(x)AK XXy que
A '
IJ‘lnnﬂlz2

sup jmi(x) i m*(x)j =0 c:s:

x21 nh
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se obtiene
Brlyix)
7 o —
. = . - 1 X i Xj
bn(yjx) = ()P (1§ Fyjx))mTiix) K =5 2()
/5\ 1 i=1
B The
= . Inn
+0 bh(yjXx) o c:s:
que tomando h = Cni'™ equivale a
L
. = . = . In n)*?
bn (YJX) i bn(YjX) =0 bn(yjx) (nz—)S c:s: (2.80)

Para el analisis del término by, (y j X) utilizamos que ®(x) = 0 y efectuamos
calculos estandar en el analisis del sesgo de los estimadores de Nadaraya-Watson
(similares al desarrollo del término (2.7)). Asi, llegamos a

A > H q ]
1 X i X

E m®il(x) (2(Xi) 1 (%))

__nh h
1 2 BT
= wFn K r'1 (®(u) § ®(x)) m®(u)du
, Mz 1.
__n 22K (2)dz ' ®P(x)m°(x) + 2<I>°(x)m"°(x)¢ +0(h®)
2m®(x)

(siempre que h ¥ 0; lo cedl nos permite trabajar en un entorno conveniente de
x 2 1). De esta forma, E by, (yjX) se puede escribir como

7 bhﬁyIjX) {
(nh)¥2 h2 P LF ¢
g (L FOIX) 2K @z e 0m? 0 + 26 gm0
+0((nh)*h?)

y tomando h = Cni'™ se tiene

Ebn(y j x) = b(y j x) +O(n*):

De este modo , _
3 3

bn(YiX) ib(yjX) = bn(yjX)iEba(yjx) + Eba(yjx)ibyjx) =
= Dbn(yjx) i Ebn(yjx)+0(ni*) (2.81)



124 Capitulo 2. Estimacion de la funcién de distribucion condicional

Continuamos esta demostracion probando que

- = - A“lnn = A(lnn)lzz-
n(yjx) i Eba(yjx) =0 —= =0 ——=—— cs: (2.82)

resultado que equivale a probar

- (Whii EWRi)-=0 —= cs:
i=1

para las variables

il

Moo«
X1 X5 x):

h

1iF(yjx il=
Wi — |mn(YJ )(nh)'lzK

(%)

Para ello aplicaremos la desigualdad de Bernstein a las variables Whi i EWh;.

En primer lugar, recordando la expresion de ®(u) (dada en el enunciado de este
lema) y utilizando las hipotesis sobre acotacion de las funciones involucradas en
ella, junto con la de que el nucleo K es una funcion acotada (por ser de variacién
acotada) y tomando h su..cientemente pequefio, podemos acotar la expresion:

A !
. . 1iF{yjx 1= 4
iWni i EWnij - # (nh)i™  sup K(z) — =
3m (X) . 5 2261 %

= O (nh)i®2 —0Q ni%®

Por otro lado y teniendo en cuenta las mismas consideraciones efectuadas para
la acotacion anterior, se tiene

X
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donde, utilizando Taylor y que ®(x) =0
1 z Hx i u‘IT
E K? r: ®(u)?m®(u)du

=  K?(2)®(x j hz)?’m°(x j hz)dz

; la dltima integral es

Z H 1,0 T2
=  K2(2) ihz<I>°(x)+h222M £
A 200 !
a 0
£ m(x) j hzm“o(x)+h222mT(z) dz
Y4 |

= h? K2(z)z%dz 9"(x)’m"(x) + o(h?) = O(h?):

De esta forma se llega a
X 3 -
Var (Wpi) = O(h?) =0 ni?®
i=1

Por tanto, la desigualdad de Bernstein nos dice que
A ! A !

- - 2
P - Whi i EWpi)-> - 2exp i >

i_l( ni i ni) - p ) i 20N i2%5 1 gczbni2:5~

= A v A

) 22 ) 22
- (6224 —_— - ex
P 1 2C1 T %CZ, P 1 o
s -
o Inn 1=2
ypara , =c¢" 5% queda
A !
2n2=5 H 2 lnn'IT o2
2exp | J - 2exp i J =2nt"

gue es una serie sumable, sin mas que elegir c® de forma conveniente.

Aplicando el lema de Borel Cantelli, se gbtiene:
¢ - Au
Z (Whii EWRi)-=0 — Cc:s:

i=1

125

Finalmente, como consecuencia de (2.80), (2.81) y (2.82) se llega al resultado

deseado de ~ .

. : Inn)2 "
b (yJx) 1 b(yjx)=0 (1:11—)5 c:s:
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b) Procedemos de modo analogo al del apartado a).
Recordamos la expresion

X .
Vo (Yix)=nh(1iF(yjx)?  (Bni(x)?VarP»(ZiTi iy x)
i=1
gue podemos escribir, mediante calculos sengillos y utiliz'ando que

Auln n'"1=2 y
supjmp(X) §f m*(X)j=0  —— s
1 nh
de la forma siguiente i .
Hln n'"lzz B
Va (YiX) =Un (y]X)+0 Wn(yjx) — cs: (2.83)

donde

Vn(yjXx) = nh(lj F(ij))2W£

x H o _
2 XiXi Var Xy (Z;i; Tii i y; X):

£ K
i=1
A continuacion estudiamos la esperanza de Vn, (y j X):

. z 91 |
N ¢ O 11 (A R ) P

E (Vn (yJ X)) - hmuz (X) K h

, yA(Y) {
£ Var(»(Z;T;;y;X) j X =u;T - Z) m*(u)du

_ LiFyix)®T o e ar

= 2 () K?(z)V (x i hz)ym"(x j hz)dz
y aplicando Taylor a la ultima integral (en un entorno conveniente de x 2 1) se
obtiene: 7

K2 (2)V (x j hz)m°(x j hz)dz
Z H h272 l
= K2z V() ijhzv'(x)+ TVOO(ZO) £
1
£ m(x) j hzm™(x) +
pz 11
= K2 (z)dz V(x)m"(x)+0O(h?):

£

h2z2

a(() 00
m =(z dz
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De esta forma

; -2 Kz il
E(Wn(yjx) = % K?(z)dz V(x)+0(h?) =
= §2(yjx)+0(h?) =s%(yjx)+0(ni%d): (2.84)

Continuamos esta demostracion probando que

A ! !
U, p‘lnnﬂkz (In n)1=2 N
Wn(yix) i En(yjx)ji=0 —— =0 /5%~ cos (289

Es claro que podemos escribir

) ) - X -
Wn(yix) i EVa(yix)i== (Wni i EWhni)-
i=1

donde

11
zuxixi

nhm?2(x) h

Whi = (1 i F(y]jx))? V (Xi):
Aplicaremos la desigualdad de Bernstein a las variables Wi § EWpj: Por tanto
calculamos:

A 1
. . (LiF(yjx)? il 2 4 il
Whi i EWhij - ————————~ (nh)! sup K<(z = 0O (nh)!
JWni 1 nil mu2(x) ( ) 22(i11);1) ( ) |J4 ( )

(donde la acotacion para V (Xj) se obtiene en un entorno de x (h ¥ 0), chequeando
su expresion a lo largo de la demostracion del Teorema 2.3).
También calculamos

X
';(1 _ 2K o T 1,3
_ E lwﬁl _ E4 (1 1 F(yJX)) (nh)ile X XI V(X|) 5
i=1 i=1 mUZ(X) h
M N | Z VO ||
_ LliFQyix 1 K4 Xiu V (u)2m®(u)du
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donde, utilizando Taylor, la Gltima integral da

z uXiu‘IT

N | —
>

Z OO(ZO) P

=  K*@2) V() ihzv(x)+h?z2 5 £

A 00 0 !
£ m°(x) i hzm®(x) + h2z2 2<Z ) 4
uz |
= V(x)m"(x) Y(z)dz +0(h?)
De esta forma se llega a
b < l—ll S E(vix 114 1 K Hz | 1T
i:1Var (Whi) = % - V (X)m®(x) K*(z)dz +0(h?)
= O(nh)i:
Por tanto, la desigualdad de Bernstein nos dice que
A - A !
X - 2
P Whi i EWpi)-> - 2 i R _
- ( ni 1 nl) s exp 3 1 2, (nh)'l "‘I%CZ, (nh)'l
2e i —|—¢'°2nh -
- X
Ptz
o iinnti=2
Tomando , =c* 5 gueda
A ! H o o2 lnn'IT ¢22
2exp |—|—¢ - 2exp i 7 —oni‘T
1+%, c

gue es una serie sumable, sin mas que elegir ¢ de forma conveniente.
Aplicando de nuevo el lema de Borel Cantelli, se obtiene el resultado:

- - A ! A !
-X . o\ o Hlnn1T1=2 o (In n)1=2 .
_. (Wm i EWm)— = m = F C:S:
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Finalmente tenemos

Va(YiX) i SP(yix) = Mn(YiX) iVa(yjx)]+
+Vn (Vi %) i EVn (Y] X))+
+AE\7n(ij)!isz(ij)

(Inn)*=2

=0 n2=5

C.s:

sin mas que utilizar (2.83), (2.84) y (2.85).

6. Demostracion del Teorema 2.5.
Empezamos demostrando el apartado a) del teorema.
Aplicando la desigualdad triangular podemos acotar el supremo del enunciado
por:
- " #
X

sup PV (M) (1 i Fyix)  Bri(X»(Zi; Tistiiyix) - t i
t2R .
A | =1

t i bn(yjx) +

ey .

- . 3 -1z

Z tjhb tijhb Z

+sup_-Pyn Ly]i(:)z i Oy M -
t2R (Va(y j X)) s(y J %)

El orden del primer supremo lo da el Lema 2.7; es una O(ni2%) c:s:
Para estudiar el orden del segundo supremo utilizaremos los Lemas 2.6 y 2.8.
De este modo, llegamos a

_ A 1 H Z
Z tijb j X tiblyjx) =
t2R (Vn(y j X)) s s(y j x) ;
- Obn(yix) ibyix)+0 (va(yix)*?isyix)
A 1 A 1
(Inn)* (Inn)*? -
— O F O F C.S.
A |
(Inn)* -
= O F C.S.

Como consecuencia de los érdenes de ambos supremos se obtiene el resultado de-
seado.
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Para probar el apartado b), comenzamos demostrando el siguiente resultado:
- "A T #
X

sip P ()21 Fyix)  BmO»(ZiTitiyix) -t i

t2R i=1

M by

TR

i¥? O (2.86)
Aplicando la desigualdad triangular, podemos acotar el supremo anterior por
los dos sumandos siguientes:

- " #
sup-P ()™ (L § F(yjx))  Bnix)»(Zi;Tij#iiyix) - t
2R gy =L
tibn(yjx Z
i E oy % T+ (2.87)
S Y DOy, " o
tsupE By L(yjpz oy LPYIX) (2.88)
t2R (Vn(y j X)) s(y j x)
Para analizar el primer sumando, tenemos en cuenta el Lema 2.7 y asi se tiene
- " #
T v 122 X
sup PP ()= (1§ F(yix)  Bni(}»(ZiiTitiiyix) - t i
t2R i=1
A i
P oy WX gy o

(Vn(y j %)™

Se trata de una sucesion de v.a. acotadas (funciones de distribucion) y por tanto
la sucesidn de sus esperanzas converge también a 0, es decir:

- " #
oY 1=2 X
E sup P (nh)y™ (1§ F(yjx) Bni(X»(Zi;Tijti;y;X) -t
t2R i=1
A _ !E#

(Vn(y J x))'
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Por otra parte se cumple, para cualquier funcién aleatoria g que

M 11
supjE (9(2))j - supEjg(z)j - E supjg(2)j (2.89)
z2R z2R z2R
y aplicando conjuntamente los dos ultimos resultados se llega a
- A " #
- ' 1=2 X
suplE PV (nh)2 (1§ F(yix) BriX)»(Zi;Tirtiiy;X) - t i
t2R i=1
A L
PEN T T o N1=2 T
(Vn(y 1 %))
Z A 1
-BYij 1=2 X
- E sup P M) (11 F(yjx)  Bri(k»(ZiiTistinyix) -t i
t2R i=1
A L
t i bn(yjX) E ,

(Vn(y j %)™

y esto implica que el primer supremo en estudio, dado por (2.87) tiende a cero, es
decir

(2:87) ¥ O (2.90)

Para estudiar el comportamiento del segundo sumando dado por (2.88) uti-
lizaremos el Lema 2.6 y la convergencia c.s. de bn(y j X) ab(y jX) y de va(y ] X) a
s?(y j X) demostrada en el Lema 2.8. Asi obtenemos que _

- A . ! u . Tl'—

. tibn(yix) tiblyjx) -
Sup_q)N —1:2 1 q)N _— -
t2R (Vn(Y j X)) 5 s(yix)

O(bn(yjx) i blyjx))+0 (alyix)*is(yjx) =o(1) cs:

Tenemos nuevamente una sucesion de v.a. acotadas (funciones de distribucion) que

convergen a 0 y por tanto la sucesién de sus esperanzas converge también a 0. Esta

propiedad conjuntamente con (2.89), permite obtener la convergencia a 0 de (2.88):
1A} A '

Z . Sy (SO N i
spE Py t'b”.(yji(:)z oy, LAPYIX) -
@R - (X)) S(ij>'ﬂ
. . T VRN |
- E sup®pn Libnlyjx) . tiblyjx) = =o(1): (2.91)

t2R Wnly )= " Tslyix)
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Finalmente, (2.90) y (2.91) prueban el resultado (2.86).
Estudiamos ahora el término: ~
- h 3 T S P
- =2 & o . tiblyjx) -
supP ()2 Fr(yjx) i Fyjx) -t jodn —= -
Sup (nh) h(yJX) i F(yix) PO T

Teniendo en cuenta la representacién casi segura dada en el Teorema 2.1c), se tiene
h 3 - i
P "(Anh)lz2 Fa(yix) i F(yix) -t
1=2 K
= P ()™ @ i Fjix) Bni(})»(Zi;Tijti;yiX) +

- - i=1
1

+ () RL(y[x) -t
y es facil demostrar que para cualesquiera U;V v.a. se veri..ca
PU+V -t)-PU -t+")+P(jVvj_.") 8"'>0:

Utilizando estos dos ultimos resultados, y considerando ", como una sucesion de
numeros reales convergente a 0, se tiene que
h 3 T M |
P ()2 Fulyix) i Fiyix) -t j oy iV
" s(yix)
_ X
P (M) (1§F(yix) Bni(X)»(Zi;Tiiti;yiX) - t+"n +

i=1 _

h - - i K T
PN R () L iy LAY

SRR T
y por tanto
- h S “ TP |
- - = . . tijhb X) -
sup-P (nh)'? Fr(yjx) i F(yix) -t i®n % -
2R g [] #
- 1= X "
§§£‘P (N7 @ i F(yix) Bni(X)»(Zi;Tistisy;X) - t+"n i
- i=1
M by
i N -
-, SYiX) u T
Csupdy LEmibyix) T tiblyix -
t s(y i) s(y j x)

+P (M) RY(Yix) . "n
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El primer supremo del segundo miembro de la desigualdad anterior es una o(1)
por (2.86).
El segundo sumando se trata aplicando el Lema 2.6. De este modo, se obtiene:
- M N | M T
- t+"niblyjx) tibn(yix) - 4 Loy iln
sup-® - i O ———— - KAykys(yjix)!
2r " sYiX) N sy nka S TX)

que tiende a 0 puesto que lo hace la sucesién .
Para analizar el tercer sumando tendremos en cuenta que

_ _ A 1
)3:4

= - . - lnn
(nh)l 2Sllp [a;b]£1 Rgl(yj X) == O (ﬁ = 0(1) C.S.
(nh)
de donde se concluye que 8" =0 :
h . -
P (nh) 2 supamer RA(YiX) . " X0

Entonces, en [a;b] £ 1 se veri..ca:
- h - -

h - _ _
P (nh)? Ri(yjx) " -P (nh)l_zsup[a;b]El RLYjx) ." ToO

=

Finalmente, la convergencia a 0 de cada uno de los tres sumandos prueba este
segundo apartado del teorema.
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Capitulo 3

Bootstrap para la funcion de
distribucion condicional en
presencia de censura y
truncamiento.

3.1 Antecedentes.

3.1.1 El método de remuestreo Bootstrap.

Este método de remuestreo, introducido por Efron en 1979, permite aproximar la
distribucion de un estadistico, funcién de una muestra aleatoria simple, mediante
la distribucion en el remuestreo (sobre nuevas muestras obtenidas a partir de al-
gun estimador de la funcién de distribucion poblacional desconocida) de un nuevo
estimador, obtenido al reemplazar la muestra original por una nueva muestra de-
nominada muestra bootstrap.

Concretamente, si denotamos por R(X; F) al estadistico dependiente de la mues-
tra X = (Xq; X2; 1155 Xp) y de la distribucion poblacional desconocida F, el método
bootstrap aproxima la distribucion de dicho estadistico siguiendo el siguiente pro-
cedimiento:

1. Construir un estimador Fp, de la funcién de distribucion F, mediante la dis-
tribucion empirica.

2. Generar a partir de F,, una nueva muestra X® = (X2; X5 X2) que se de-
nominara muestra bootstrap (mecanismo que equivale a un muestreo aleatorio
simple con reemplazamiento de la muestra original).

135
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3. Aproximar la distribucién de R(X;F) por la distribucién de R® = R(X®; Fy,)
en el remuestreo (que en la mayor parte de los casos practicos se aproximara,
a su vez, mediante el método de Montecarlo).

Este procedimiento bootstrap denominado standard o naive puede modi..carse
en sus dos primeros apartados para adaptarse de forma conveniente al contexto
especi..co en el que uno se encuentre, utilizando de ese modo la informacién de que
se disponga. Esto ocurre por ejemplo, en la estimacion de la funcion de distribucion
cuando hay datos censurados, como se puede ver en Efron (1981), Akritas (1986) y
Cao Abad (1988), o cuando hay datos truncados (consultar los trabajos de Wang
(1991), Bilker y Wang (1997) y de Gross y Lai (1996)).

También se han de..nido distintas versiones del mecanismo bootstrap para la
estimacion de la funcién de regresion. Entre ellas destacan el wild bootstrap, estu-
diado en Hardle y Mammen (1993), Hardle y Marron (1991) y Mammen (1992),
y el bootstrap suavizado presentado en Cao Abad (1990) y Cao Abad y Gonzalez
Manteiga (1993).

Es tarea del estadistico la eleccion o el disefio del plan de remuestreo que se
adapte a cada situacion, asi como la comprobacion de que la distribucién de R”
aproxime convenientemente la distribucién de R: En este sentido, un manual in-
teresante donde se pueden consultar distintas formas de aproximacion es Shaoy Tu
(1995).

3.1.2 EIl método Bootstrap para datos con censura.

Efron (1981) introduce dos métodos de remuestreo para datos censurados, conocidos
en la literatura del bootstrap con censura como Bootstrap “simple” y Bootstrap
“obvio”.

Ambos parten de la muestra observada: f(Z;; £j)gi_; donde Zj = min fY;; Cig y
tj = lgy;.cigr 8= 1,2,

El método simple utilizado para aproximar la distribucion de un estadistico
R = R(Z;¥) consiste en:

1. Generar la muestra bootstrap f(Z;+{)gi_, utilizando muestreo con reem-
plazamiento y masa 1=n en cada vector observado (Z;; %;):

2. Obtener el estadistico de interés con la muestra bootstrap, esto es R" =
R(Z%% ):

3. Aproximar la distribucion de R por la de R® en el remuestreo.
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En cuanto al método obvio, construye la muestra bootstrap de acuerdo al
siguiente procedimiento:

1. Calcular los estimadores limite producto de Y y de C, F§ y G, respectiva-
mente (ver capitulo 1).

2. Generar muestras, de forma independiente: Y;" » F§5; C;' » Gf; para i =
1;2;:n:
De..nir la muestra bootstrap f(Z;£{)g;_; como Z7 = min (Y;*;C) y ] =
1inn N Clx:xg:

A partir de este punto, los pasos para aproximar la distribucién del estadistico
R = R(Z;%) son similares a los pasos 2 y 3 del bootstrap simple.

El mismo Efron (1981) prueba la equivalencia de estos dos nBtodos de re-
mllgstreo, y Akritas (1986) demuestra su validez, en el sentido de que " n(FS” j FS)
y n(F§ i F) convergen al mismo proceso limite en [0;T], donde T < by y FS°
denota el estimador limite producto de F construido con la muestra bootstrap (o
equivalentemente, la version bootstrap del estimador de Kaplan-Meier).

En el contexto de datos censurados con covariables, Van Keilegom y Veraver-
beke (1997g) de..nen un procedimiento bootstrap para aproximar la distribucion
de (nh)¥*2 F&(yjx) j F(yjx) , donde FE(y j x) es el estimador limite producto
condicional de..nido en (2.13) con pesos de Gasser-Miiller y bajo disefio ..jo.

El método, de tipo obvio condicional, consiste en:

1. Construir los estimadores limite producto condicionales de Y y de C, con una
ventana piloto g (que tradicionalmente tiende a 0 de forma mas lenta que h):
Fg(t]xi)y Gg(t]xi), respectivamente.

2. Para cada Xxi, con i desde 1 hasta n, obtener de forma independiente: Y;" de
F(yixi)y Cy de G§(y j xi).
De.nir Z7 = min (Y;";Cj") y ] = Ly cog Y asi obtener la muestra boot-
strap: (X1;Z7:£7) 555 (Xns Zni tn)-

3. Utilizando la muestra bootstrap de..nir el analogo bootstrap de F}f(y j X),
dado por:

FE(ix) =1 A 1 éfZ?-ygi?Bhi(X)
h i=1 1 i ?:1 1fzJD<ZIugth (X)

donde Bpj(x) denota el peso de Gasser-Mdller en x; con ventana h.
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4. Aproximar la distribucion de (nh)*2[F<(y jx) i F(y j )] por la distribucién
en el remuestreo de (nh)¥2[FS(y j x) i FS(y jX)].

Ademas, Van Keilegom y Veraverbeke (1997a) en su Teorema 5.1 prueban la
consistencia uniforme fuerte de este método de remuestreo, es decir, que con proba-
bilidad 1 se tiene la convergencia hacia 0 de

2 h 3 A g i
sup P® (nh)'™> FE(yjx) i Fg(yjx) -t i
2R 3 - i

i P ()™ FSyjx) i F(yjx) -t~

En la demostracion utilizan la herramienta de las representaciones casi seguras.
En la seccidn siguiente, nosotros abordaremos un estudio similar para el contexto
de censura y truncamiento con covariables bajo disefio aleatorio.

3.1.3 El método Bootstrap para datos con censura y truncamiento.

En este apartado de la memoria presentamos los dos métodos de remuestreo boot-
strap que trata la literatura para datos censurados y truncados (sin covariables),
y que son una adaptacion a este contexto de los métodos simple y obvio de Efron
para datos censurados.

Ambos parten de una muestra observada: f(Ti; Zi; £i)gi—, donde T - Z;; Zj =
min fYj; Cig y i = Lgy; - ;g0 81 = 1;2;:55n:

El método simple genera la muestra bootstrap (T7;Z7;47); i = 1;:5n;
utilizando muestreo con reemplazamiento y masa 1=n en cada vector observado
(Ti; Zi; ).

El método obvio que exponemos a continuacion, esta de..nido en Wang (1991)
y Bilker y Wang (1997) para el siguiente modelo de censura y truncamiento:

Se supone que Y y (T;C) son variables independientes y continuas, C > T;
D =C j T (con funcién de distribucion Q) es independiente de T; y también

¢ = inffs=P (T -s-C)>0g<aFr
by < bp<¢("=inffs>¢=P (T -s-C)=0g:

Bajo estas hipdtesis el estimador limite producto de L es igual a
A L

Ltc(t) B X ; =K ;1
n 1§ FE(To) L Fio(Ty) e

k=1 i=

y el de Q es el estimador limite producto para censura construido con Z; j T; como
datos principales y 1 j £j como variable indicadora, Q.



3.1.

Antecedentes 139

En este modelo, el método obvio para construir la muestra bootstrap, consiste

en:

1.

2.

Obtener los estimadores de F; Ly Q: Fl, LE(t); y QS; respectivamente.

De forma independiente, generar muestras Y;* » F¢ T® » LE¥; y D »
=120

De..nir Z{ = min (Y;*;C7); donde C]' =T + D}, y &} = Lfye.cogt Si TP -

Y;%; entonces mantener la observacion, en caso contrario descartarla debido

al truncamiento y generarla de nuevo. Continuar hasta obtener una muestra

(bootstrap) (T1;Z7;+7) ;5 (TR Za; £) de tamarfio n.

Respecto a estos dos métodos conviene destacar que:

2

Los dos métodos bootstrap presentados no son equivalentes para datos trunca-
dos y por tanto, no son equivalentes para datos bajo censura y truncamiento.

Bilker y Wang (1|997) establecengla valideiz del métodg obvio probando que
los procesos N2 "S(:) j S(:) y n'*2 'Sk(:) j S(:) tienen la misma es-
tructura asintotica (ellos trabajan con la funcién de supervivencia S; en lugar
de con la funcién de distribucion F =1 j S; y con sus correspondientes esti-
madores bootstrap y no bootstrap: SI*° y SI, respectivamente).

Gross y Lai (1996) desarrollan una teoria asint6tica del método simple para

datos censurados y truncados con covariables (que comentaremos a conti-

nuacién) vy, dicha teoria prueba, como caso particular, la convergencia en

probabilidad hacia 0 de:

"sswisw' L Psm sy
—_— - I n —_—

- P-
%° A

_PU

donde % es un estimador del error estandar de S veri..cando ciertas caracteris-

ticas.

Los métodos anteriores corresponden a un contexto de ausencia de covariables.
Si consideramos la presencia de covariables, Gross y Lai (1996) de..nen un método
bootstrap simple y no condicional del siguiente modo:

Sea f(X;; Ti; Z;; ii)g?:1 la muestra observada donde T; - Zj; Zj = min fYj; Cig
Y ti = lv; - cigs 8i=1;2;:un:

Sea Wy, la funcién de distribucion empirica que asigna probabilidad 1=n a cada
vector aleatorio Vi = (X;; Ti; Zi; i) ; 1= 1,5 n:
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El método simple consiste en V’;::;; V) vectores i.i.d. con distribucion comin
Uh:

De este modo, si R = R (V1;:::;Vn) es un estimador de (V) y % = % (V1;::5; Vi)
es un estimador del error estandar de R; el método de Gross y Lai estima la
distribucién P [(R j 2(¥))=% - z] por P [(R® j 1(¥y))=%" - zj Vy;::1; Vn] donde
R =RV V) y % =% (V7 oV

En muchas aplicaciones n'=2 (R j 1(¥))=% puede ser expresada como un U-
estadistico que asintdticamente tiene una distribucion N(0;1): Lo mismo ocurre
con el estadistico n**2 (R" j 1(¥y,))=%" y de ello se sigue la convergencia en pro-
babilidad a cero de

- - M T . - H T .-

— S = 1
e BT T R
/)

, . . . i ..
Ademas, bajo ciertas condiciones, el orden de convergencia es una Op nil :

3.2 Bootstrap condicional con censura y truncamiento.

3.2.1 De..nicion de una aproximacion bootstrap.

En esta seccidn de..nimos un procedimiento de remuestreo bootstrap para aproximar
la distribucién de (nh)¥2[F(y j x) j F(y j x)]; que llamaremos método boot-
strap obvio condicional para datos truncados por la izquierda y censurados por
la derecha. De esta forma tendremos una alternativa a la distribucion asintoti-
ca normal derivada en el Teorema 2.3, cuyos parametros dependen de cantidades
tedricas de estimacion complicada.

El proceso de remuestreo tiene en cuenta que, suponiendo T, Y, C condicional-
mente independientes a X = X, ¥ @ (jx) < aH(jx) Y DLeix) < PHejx): s€ pueden
calcular los estimadores de las funciones de distribucién condicionales F(y j X),
G(y jx)y L(yjx) dados por F(y j x), GE(y j x) y LE(y j x) respectivamente, de
acuerdo con las de..niciones (2.24), (2.29) y (2.28).

Observaciones. Antes de describir el método de muestreo, conviene aclarar que,
por la naturaleza del mismo, utilizaremos dos ventanas distintas: h o g, segin
convenga. Por ello, a lo largo de este capitulo los estimadores limite producto con-
dicionales: Fl¢(y j x), G&(y j x) y L®(y j x) los denotaremos explicitando, en lugar
de n, la ventana utilizada en cada caso, esto es: F(y j x), GE(y j x) y [_}f(yj X)
cuando se construyan utilizando pesos no paramétricos con ventana h; y Fgc(yj X),

Gg’(y X))y Ilgc(y J X) cuando se construyan utilizando pesos no paramétricos
con ventana g: Lo mismo cabe decir para los estimadores no paramétricos de las
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funciones H{(y j x), C(y j X): Flfn(yj x); Cn(y j X) y para los pesos de Nadaraya-
Watson Bnj(X); sustituiremos el subindice n por la ventana h o g que estemos
utilizando.

En cuanto al capitulo anterior, todos los resultados han sido calculados para
la ventana h. Es por esto que todos los estimadores y pesos no paramétricos del
capitulo anterior (de subindice n) se corresponden, con la notacion de este capitulo,
con ellos mismos denotados con subindice h.

Otro punto que gqueremos aclarar es el relativo al uso del simbolo @ como su-
perindice. Este simbolo tiene un signi..cado propio para el bootstrap, signi..cado
gue se mantiene a lo largo de este capitulo cuando acompafia a variables aleatorias
(las réplicas bootstrap) y a probabilidades, esperanzas y varianzas de ciertas varia-
bles dependientes condicionadas a la muestra observada inicial. Sin embargo, el
simbolo = como superindice de una funcion, ya utilizado en capitulos anteriores en
la de..nicion de diversas funciones ( Hf, H®, L®, m®,) asociadas a los modelos con
presencia de truncamiento, asi como en la de sus respectivos estimadores (an, H,‘;,
L2, m2,...) cuyos analogos también aparecen en este capitulo, conserva el signi...ca-
do de condicionado a la ausencia de truncamiento. Ante la necesidad de de..nir en
el presente capitulo los analogos bootstrap de algunas de dichas funciones hemos
optado por denotarlas mediante el superindice Boot. De este modo, el simbolo =
como superindice de una variable signi..ca que es una réplica bootstrap, y como
superindice de una funcidn indica cierta probabilidad condicionada a la ausencia de
truncamiento. En cuanto a las funciones que se de..nen en el universo bootstrap se
denotan con el superindice Boot.

Teniendo en cuenta las consideraciones efectuadas, y partiendo de una muestra
observada f(Xi; Ti; Zi; ii)g?zl ; llevaremos a cabo el siguiente plan de remuestreo:

1. Para cada X;j, independientemente, obtener:
Y de FE(y j Xi), CF de G¥(y j Xi) y T de LE(y j Xi);
donde F(y j Xi), G(y j Xi) y LE(y j Xi) son los estimadores de las respecti-

vas funciones de distribucién condicionales con ventana g = gn (posiblemente
diferente de h = hp).

De..nir Z{ = min (Y;%;C) y ] = Lfye . cog- Si T - Z;i mantener la ob-
servacion (X;; Ti; Zi';+;); en otro caso repetir el proceso. Continuar hasta
obtener la muestra bootstrap (Xi; T1;Z7; 1) 55 (Xns Thi Zai £n)-

2. Utilizando la muestra bootstrap de..nir el analogo bootstrap de If,ﬁc(y j X),
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dado por:

. . hd Lfzs . ygti Bhi(X)
FRetlyix)=1i 1§ Pyt
i=1 =117 -27-Z79 hj (X)

donde Bp(x) denota el peso de la estimacion no paramétrica con ventana h.

3. Aproximar la distribucién de (nh)=2[F° ( j X) i F(yjx)] por la distribucion
en el remuestreo de (nh)¥2[FB%(y jx) j F(y j x)].

3.2.2 Propiedades de la aproximacion bootstrap.

A continuacion derivamos una representacion casi segura para la aproximacion boot-
strap, y apoyandonos en ella, demostramos la consistencia del método de remuestreo
propuesto. En la demostracion de ambas propiedades, se utilizan las hipdtesis H1-
H10 enunciadas en el apartado 2.3.3 del capitulo anterior, junto con las siguientes:

(H11) a<apgjpo Y bepo < Dbrgjps 8X 2 1u:
(H12) K es dos veces continuamente diferenciable y con derivada primera acotada.

(H13) a)g * 0y Inn=ng X
b) Ademas g=h ¥ 1; i 11y Inng =0O(1):

Inn

(H14) Las funciones m(x) y ®(x) tienen tercera derivada respecto a x continua en I
y las funciones L(y j X); H(y j X) y Hi(y j X) tienen tercera derivada respecto
a x continua y acotada en (y;x) 2 [0; 1) £ I.:

(H15) Las funciones m(x) y ®(x) tienen cuarta derivada respecto a x continua en I
y las funciones L(y j X); H(y j X) y Hi(y j X) tienen cuarta derivada respecto
a x continua y acotada en (y;x) 2 [0; 1) £ I,:

Teorema 3.6 (representacion casi segura). Bajo las hipdtesis (H1)-(H13), para
X2 1 ey2]a;b], se veri..ca que:

2)
ARy jx) i A(yjx) =
X X

= Bni(X»ZETHEyX) 010 Bei(X)»(Zi; Tistis i x) + RE©Hy jx)  (3.1)
i=1 i=1
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donde
ABoot(y j x) — X = Leze . ygti Bhi(X)
= J=11fTp-ze-ZpgBhi (X)
Zimisiyin MmO ez
MZ Tty X) = —=2—F § ——— D dH7(ujx
y CZix) " o (Cujx)? * J
y ~
An '”3:4!
: pBooty,, ; . Inn .
sup JRPV(Y [ X) j=0ps  —= c:s:(P)
[a;b]£1 nh
b)
FEOOY %) i FS(y i) =
) #
o X o d X
= (1 i F(yJ X)) Bhi(X)»(Zi ’T| ,il,y,X) i Bgi(x)»(zi;Ti;ii;y; X) +
i=1 i=1
Ry j X)
donde )
0 A“lnnﬂ3:4!
sup jRENYjxX)j=0ps  —— cs:(P):
[a;b]£1 nh

Teorema 3.7 (consistencia). Bajo las hipotesis del teorema anterior junto con
(H14), (H15) y h=Cni'™®; parax 2 1 e y 2 [a;b]; se tiene la convergencia hacia
0 en probabilidad de

~ o h 3 -
sup P (nh)'? FBOy jx) j FE(Yjx) -t i
t2R 3 e

i P ()™ FEYix) i Flyix) -t~
Conviene observar que las expresiones P E” y V ar® denotan, respectivamente,

las probabilidades, esperanzas y varianzas de ciertas variables condicionadas a la
muestra observada inicial f(X;; T;; Zi; ii)g;;l :
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3.2.3 Lemas y demostraciones.

Hemos organizado este apartado de acuerdo con el siguiente esquema:
Lemas utilizados en la demostracién del Teorema 3.6.
Demostracion del Teorema 3.6.

Lemas utilizados en la demostracion del Teorema 3.7.

A w dpoE

Demostracion del Teorema 3.7.

1. Lemas utilizados en la demostracion del Teorema 3.6.

Lema 3.9 Bajo las hipotesis H1, H2a, H3, H4, H9, H10 y H13a, se veri..ca:

- A 1
P o . Hlnn1T1=2 i ¢

sup Hyg(yjx) i Hi(yjx) =0 — +0 ¢®> cs:

[a;b]£1 ng
:A - Aulnnﬂlzz! i ¢

sup Cg(yjx) i C(yjx) =0 —- +0 ¢*> cs:

[asb]£1 ng
3. ¢ -
Si ademas se veri..ca H13b, el orden anterior es una O "{;—Q 1=2 C:S:

Demostracion. Como g ¥ 0y Inn=(ng) ¥ 0; podemos razongy,como eqy la
=2

Propiedad 2.42 y en el Lema 2.1 y de esta forma obtener el orden O '2—; +

i ¢ )
O g2 c:s: para los dos supremos anteriores.

Por otra parte, teniendo en cuenta

3 -~
1=2

Inn K T
ng B h "o
Iinn1=2 5 -
nh’
y
ng B ”g4nh 1Tl=2 B ”n_g5hﬂl=2 B O(l)
Inn*1=2 ~  Inn ~ Inng -
n
se llega a que 5 .
Aulnnﬂl_z! i Aulnnﬂlzz!
o — +0¢g> =0 —
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Lema 3.10 Bajo las hipotesis H1-H4 y H9-H13, se veri..ca:

_ - A 1
Z Z Hlnn'ﬂlzz
sup THIP®N(y jx) i Hip(yjx) =0pe  — csi(P)
[a;b]£] n
y ~
- ) - Aulnn‘ﬂl:z!
sup CHNy jx) § Colyjx) = Opa = c:s:(P)
[a;b]£1 n

donde H:Bt(y j x) y CB%(y j x) son los analogos bootstrap de HE,(y j X) y
Ch(y j X) respectivamente, es decir

uBoot X
(y J X) = Bhi (X>1fZi° -yt =1g

i=1

< Boot R X
Ch(yix) = Bhi(X)1re -y - zeg:

i=1

Demostracion. ) Z
Comenzamos estudiando H“B°°t(y ix) i Hig(yix) ; expresion que acotamos

por tres sumandos.

THIPYy jx) i ng(yJX)
HISBOot(y jx) § ECHISBOy j x)™ + EPHIB®ty jx) § HI(y | X) +

+‘Hfg(yj><) i Hf(ij)‘
= S1(yjx)+S2(yjx)+S3(yjx) (3-2)

que hemos denotado por S1(y j X), S2(y j X) y S3(y j X), respectivamente.
Para el sumando S3(y j x) de la Gltima expresion, en virtud del Lema 3.9, se
veri..ca que:

_ - A L
p‘ln nﬂ1=2
sup S3(yjX)= sup ng(yj X)i Hi(yjx) =0 — cs: (3.3)
[a;b]£1 [a;b]£1 nh
En el estudio de supp,.p1e; S1(y j X) utilizaremos que
h i
E® 1fZ|° -yii=1g = Hfg (yJ xl) (34)
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cuestion que probamos a continuacion. h i
Por comodidad y sin pérdida de generalidad estudiamos E” 1fz;-y;¢§=1g :
Para ello se ..ja X1 y se generan:

T = T;j con probabilidad dL{¥(Tj j X1)
(Z$:45) = (Zi;+i) con probabilidad dH(Z; j X1)
por tanto
P ((T1iZ13#1) = (Tj; Zisti = 1)) =P (T7 = Tj; Y1 =Zi;C{ > Zi) L1y . 29
Ler, - 2,gdL (T § X0)dFE(Zi j Xa1) 1§ GF(Zi j Xa) .

- fgzl Tt - zigdLE (T § Xa)dHE (21 ) Xa)
i
Entonces E® 1¢7. _yas=1g €S igual a

X o] o]

i=1 a -
PPy 1 dLIS(T; j X1)dFE(Zi j X1) 1§ GE(Zij X1)

i jlzieyely . zigdly (T ) Xa)dRg™(Zi) Xa) i Gg'(Zi ] Xa

RR 2:13 le 1ka -Z,gdl:,gc(Tkj xl)ngt;C(Zl J xl)

ltz-yglft-zg 1 i G(zjX1) dLI(tj Xy)dFE(z j X1)
Lt 2qdLE (1] X1)dHE(z j X1)

" 1fz-yg|15°(§j X1) 11 GE(zjX1) dF(zjXq)
LE(z j Xq)dHE(z j Xq)

: (3.5

Utilizando ahora el valor de dlfgtc(z J X1) (Propiedad 2.54) el numerador de la
expresion anterior se escribe de la forma
z

it .
e, -ygli(z j X1) 1§ GF(zjXy) dFE(z j Xa)
X X s T 4B (X)) C . -
= Liz, ygL(Zi j X1) 11§ GE(ZijX1) ===~ 1i FfZijXy)
i=1 ome o Cy(Zi j X1) e
x . S T Bgi(X1)
_ iz, .ygL(Zi j X0)ti 1§ AE(Zi jX,) —2
i=1 e I o Cq(Zij X1)
— Lz, -yl (Zi | Xa)£idHE (Zi j X1) (3.6)

i=1
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donde en los dos ultimos pasos se han utilizado las propiedades 2.60 y 2.57, respec-
tivamente.
Finalmente, utilizando (3.5) y (3.6) y la Propiedad 2.61, se llega al resultado
deseado de:
] h i
E 1fo -y;31=1g

n Pt (70 X )4 g Boi ODICEZiXa)
i=1 1fZi -yg Lg (ZI J xl)—l =1=1 Bgi(xl)=t'§°(zijx1)

P Lie(Zij Xq) P Bgi (X1)=L8(ZiiX1)

P i=1"-g T Bgi(X1)=LE(ZijX1)
n
i:gfzi -ygiiBgi(xl) 48 (i .
— | = Hig(y J Xa):
iz1 Bai(X1) ¢
h i

Haciendo uso entonces de E® 1,0 yap=1g = Hfg (y j Xj); el sumando deno-
tado por S1(y j X) se puede escribir como

X x >
SHyJjx) == Bni(X)lezz.yuo=1g i BriX)Hg(yj Xi)==2  W;iC

donde
3 .

Wi = Bhni(X) lzo.yse=ig i Hfg(yl Xi)

En el universo bootstrap (condicionando a la muestra observada inicial) las variables
Wi son i.i.d. y E°W; = 0: Ademas
. 2 .

N 2*

Var'w; = E"WZ=E" (Bni(x))? Lezze .yso=1g i Hig(y J Xi)

= (Bni(x)’£
(Bri(x)) . -
£E° 1fo‘-y;tf’:lg i 2¢1fZi“-y;i§’=1ngg(yj xi) + Hfg(yj xi)
3 P

= (Bni(x))*Hi(y i Xi) 1§ Hi(yijXi)

y por tanto
x X pna o2
Varw; = (Bhi(x))"Hig(y ] Xi) 11 Hyg(yjXi) -
i=1 i=1
> ) Hlﬂ
- (Bhi(x))*=0 — cs:

nh
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También se veri..ca que

N 3 g By 11
IWij = "Bni(X) lezp.yug=1g i Hg(y i Xi) = - maxBni(x) =0 — cis:
y aplicando la desigualdad de Bernstein en este contexto obtenemos, de forma casi
segura, que:
A - 1 A | A L
- - 2 2nh
P® 2 Wii>, - 2exp i = -2exp j—F——¢ -
o 2017 + 2Cork. 2c 1+ 3
- 2ex " i ’znh
P 1 1c

ipnt=2 .
Tomando , =¢® 10077 se tiene

A: - ! H o o2 lnn'IT o2
P® 2 Wi> - 2exp i 1 =2nta 3.7

s

sucesion que converge a cero tomando c® de forma apropiada. Por tanto

_ - A L]
IJ‘ln nﬂl:2

S1(y jx) :I_ WiZ = Op= o c:s:(P): (3.8)

Nosotros queremos estudiar el supy,; supyopa. S1(Y j X). Para ello, razonamos
de la forma siguiente:
En un primer paso sea X ..jo, y estudiemos

S1(x) = sup "HiE®Yyjx) i EPHE® (y jx):
y2[a;b]

- : inntit= , .
Dividimos el intervalo [a;b]; en ¢ » "r]—,r? 12 subintervalos Vj: Yj+1] con j =

1;::5¢n, donde y1 = a, y¢,+1 = b. Debido a la monotonia de HfEOOt(yj X) y de
E"HIB(y j x) en y; se tiene que:

S1(x) = sup HIP®Yyjx) i EPHEY(y jx)
- y2[a;b] _

; mjax‘H_fEOOt(yj iX) 1 ETHIEO(yj j %) i

+mjax‘E°HfE°°t<yj+1 iX) i ETHIEY(yj jx): (3.9)
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Ademas, el segundo sumando de la expresion anterior se acota por:

mjaX:Eu':'fr?OOt(yj+1j X) i ETHIE(yj j x)°

X s e
= mjaxi Bhi(X) Hig(yj+1] Xi) i Hig(yj i Xi) ==

-i=1

ilx 3

- mjaX: Bri(x) Hiy(yj+1] Xi) 1 Hi(yj i Xi) i
i=1
i (HI(Yj+1]%) i Hi(yjix)))i+
+mjaxjHi’(yj+1 ix) 1 Hi(yj J x)j

que, a su vez, se puede mayorar por

_X 3 ,E
mjax: Bhi(X) Hig(Yj+1] Xi) i H{(Yj+1i %) =+
i .
|:x 5 ,:
+mjaX3 Bhi(x) Hig(yjiXi) i Hi(yjix) =+
i=1
max(HE (o1 %) § HE 1 %) ]
:X 3 -z
- 2sup - Bni(X) Hig(yjXi) i Hi(yix) -+ (3.10)
Fmaxj(H{(Vj+1 %) § HI (v ] X)) (3.11)

Utilizando (3.9), (3.10) y (3.11) se llega a la siguiente acotacion de S1(x) :
SI(x) - max HiF*y; jx) i ETHIP(y; jx)" +
J

Fmaxj(H{(Vi+1 %) § HI(y; ] X))+
:X 3 -
+2 sup = Bni(X) Hig(yjXi) i Hi(yjx)
y2[ab] =g

= Sll(X) + Slz(X) + Slg(X)

y por tanto

sup S1(X) - sup S11(X) + sup S12(X) + sup S13(X): (3.12)
x21 x21 x21 x21
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Estudiamos estos tres sumandos separadamente.

En virtud de la hip6tesis H5 y de las condiciones sobre la particion f{yj; yj+1]9
se tiene que

1
p‘ln n M=

sup Slp(X) = supmax j(H{(yj+1J X) i H{(Yj ix))j=0 —= C(8.13)
x21 x21 i nh

En cuanto al primer sumando del segundo miembro de (3.12) probaremos ahora
que

AH 1= !

Inn
sup S11(X) = Opag —
XZII) 1( ) P nh

cs:i(P): (3.14)
Para ello (siguiendo a Cheng y Cheng, 1987) consideramos en el intervalo 1 un
conjunto Ep, de, a lo sumo n? + 1 puntos, En = fXng, de forma que 8x 2 1; 9 X, 2
En = jX i Xnj - C1=n? (donde C, denota cierta constante). Entonces, se veri...ca:

sup S11(x) = sup max HiE®(yj jx) i E uBOOt(yj i X) (3.15)
x2l - x21 ]

- max max H°B°°t(yj j Xn) + E°HIEOY (y; j %) +
Rn2En ]
+Sg?mjaX_Hfr?OOt(Yj i%) 1 EPHEROYy; %) i
< -

i HﬂBOOt(yj J Xn) + E HuBoot(yj J Xn>_:

En primer lugar, para todo x 2 I; se tiene que

Moz ||
P max HIP(y; i %) i ETHIRO (Y i %) >,
3 _ o~
— p*® [J ) HnBoot(yj J X) i E nBoot(yJ J xX) > . -
X

- P° ‘H"B"“(yj %) § EHEBy; x>
j

(3.16)

5

¢
Tomando , = c” 'r’]r? 1= y utilizando (3.7), resultado que se cumple uniformemente
eny 2 [a; b] ; se llega a que
A - _

1

- _ ﬂl:z -

P max HEENy; jx) § ETHEENy; %) > ¢
J

U

a2

Inn i<
= - (Ch+1)2n74

‘nh
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resultado que se tiene para todo x 2 1 y por tanto para cualquier X,: De este modo
y razonando como en (3.16), llegamos a que:

A _ Z 91 M= !

a -4 o] R - o yo SO\~ o] Inn
P krr?zaéa mjaX le?OOt(YJ ixn) i E HlEOOt(YJ iXn) >c h
_ _ 1
> - _ . oo Mt
- P* mjaX Hfr?OOt(YJ JXn) i Equr?OOt(Yj jXn) =>c" h
Rn2En

2
ac

- card(En) (cn + 1) 2n™%

- ¢_ _
que para card(En) = n>+1ycn » "2—;‘ 117265 sumable tomando un ¢ conveniente.
Esto prueba, para el primer sumando que acota (3.15) que

- - A 1
. N Z p‘ln nﬂ1=2
Jnax max HIE%(yj j %n) § E"HIEY(yj j %n)” = Ops o c:s:(P):
(3.17)
En cuanto al segundo sumando que acota (3.15) se puede escribir como
¢ 3 “Z
sgpmet- (Bni(X) i Bni(Xn)) lfze .y uemyg i Hig(ViJ Xi) -
X - A -
- 2sup  jBni(X) i Bhi(Xn)j (3.18)
X2l
e inmediatamente comprobaremos que
A !
x Lo Hlnn'|T1=2
sup  JBhi(X) i Bhi(Xn)j =0  —— c:s: (3.19)
x2l nh

i=1

De este modo, (3.15), (3.17), (3.18) y (3.19) prueban (3.14).
Probemos ahora (3.19).

En primer lugar, escribimos Bpi(X) i Bni(Xn) de la forma:
- 2 -

2 -
-1 X iXi 1 RniXi -
:nhK h nhK h -

iBni(X) i Bni(Xn)] =

M) ¢ M (Xn)

B 1 - 1 X i Xj
My (X)ME (Xn)
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2 .
o )1 RniXi - —— o

Sumando y restando mp(Xn)7pK =242 agrupando términos y utilizando la

desigualdad triangular acotamos la expresion anterior por

- M. T-
1 Teno 2 owapony L Xni Xi -
PG (Th(%n) § MRC)) SpK SRt (3.20)
- K pooo T oo T1-
b L Thegy) 4k X L Xe i X
mpOOMA(%a) " nh h 'nh h '
Y entonces:
X-
sup  jBni(X) i Bhi(Xn)j
X21 -4
]. O/ o]
- SUp —5— JMp(Xn) i Mp(X)j + (3.21)
x21 M{(X) a a9
1 Xiul HxiX. 1 H>A<nix| -
. - P K -1 (3.22)
x21 m;(x) i=1 nh h nh h

El término (3.21) se acota por

(3:21) - sup—— (2 (%n) § M (X)) +

x21 Mg (X)
| a .
+sup ——j(M*(Xn) § M*(X))j +
1 . .
+ m°(x) § mp(X
Sup m;(x)J( (X) i Mp(X))]
i nbi2
expresiones que tienen orden O "Q—g‘ ~  c:s: debido a:
i) M7 (x) ‘B m*(x) > ° > 0; 8x 2 I; de forma que
A“ln nﬂ1=2 !
supjmp(X) i m*(X)j=0  —— Cs:
x21 nh

i) En virtud de H3 se tiene

supj(m®(%n) i ()] - supm” () (%n i X)” - C7
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Por tanto

Aulnnﬂlzz!
(3:21)=0 o c:s: (3.23)
En cuanto al término (3.22), es facil ver que
(3:22) = sup—a— Ha Mt iKH)A(” E
T NPWEg ., nh h 'hn h
- 1 XELKO (») HX i Xi  Xni Xiﬂz_
W) . nh h ' n -
i=1 1 q
1 1 . . 1
= sup mﬂ(x)mKo (»)jX i Xnj =0 —pz S (3.24)

sin mas que aplicar la hipdtesis H12. Este ultimo resultado junto con (3.23), (3.22)
y (3.21) prueban (3.19).
El siguiente paso en esta demostracion consiste en acotar el tercer sumando del
segundo miembro de la expresion (3.12), dado por
¢ 3 -

sup S13(X) = 2sup sup = Bni(x) Hig(yjXi) i H{(yjx)
x21 X2l y2[ah] j=q

Utilizando la desigualdad triangular se obtiene facilmente que
:X 3 -
= Bni(x) Hig(yiXi) i Hi(yXi) +Hi(yjXi) i Hi(yjx)
i=1

© T B HG (I Xa) | HEY I Xa) (3.25)
i=1
-
+Z Bri(x) (H{(y ] Xi) i Hi(yijx))
i=1

+

: (3.26)

Analizamos el suppapg; de (3:25).
En primer lugar, gracias a la hipétesis H9, dicho supremo se puede acotar de la
siguiente forma:

> - R -
sup  Bni(X) Hig(y i Xi) i Hi(yj Xi)”
[a;b]£1 i=1 — _
- sup sup Hi(Yix) i Hi(yj %) (3.27)

x21 £x2(x j h;x+h);y2[a;blg



154 Capitulo 3. Bootstrap para la funcion de distribucion condicional

Ahora, recordando la de...nicién de los intervalos I e 1. en la hipo6tesis H2 y haciendo
tender h ¥ 0 podemos encontrar un #;= 0 < *; <+ de forma que

(3:27) = sup "Hig(yjX) i H{(yj %)
[ablEL:,

donde li, = [X1 i *1;X2 + 1] : Revisando las hipotesis de los Lemas 2.1y 3.9 res-
pecto al intervalo 1, es sencillo comprobar que se siguen veri..cando para l.,; y de

este modo ~
- Z AIJ
sup Hig(yjX) i Hi(yjX) =0 —
i “Hi () %) B HEY %) -

1
In nﬂl:2

C:s:

lo cual, ..nalmente prueba que para (3.25) se tiene: _

. S TR |
X T o o Inn 2
sup - Bni(X) Hig(y j Xi) i Hi(yiXi) =0 —= cs: o (3.28)
[ablEl j—; n

El suppgei de (3.26), esto es

-X . o
sup - Bni(X) (Hi (Y] Xi) i Hi(y]X))-
[@bIEl = B

se puede ver como el suppapjg _2(yj X) i z(yjX) ; donde

~ - X fol -
z(yjx)=  Bni(X)Hzi(y]jXi)
i=1
es un estimador tipo nacleo con pesos de Nadaraya-Watson de la funcion z(y j x) =
HI(y j x):

Teniendo en cuenta que las variables Z;j son continuas y positivas, que H{ (y j Xi)
toma valoresentre 0y 1, y que ademas las funciones m*(x) y E (H7 (y j Xi) j Xi = X)
= H{(y j x) veri..can las hipotesis de la Propiedad 2.42, se puede reproducir la
demostracion de dicha propiedad para el estimador z(y j x); y asi obtener que

- - A |
_X - “ 1-[1=2

sup = Bri()HI(y I Xi) i Hi(yjx)-=0 ——

[@bIET =1 n

Inn
C.S:

Como consecuencia de este Gltimo resultado, (3.28), (3.25) y (3.26), se prueba
que
A

Inn
sup S13(X) = 0O —
XZII) 3( ) nh

Moo
C:S: (3.29)
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Finalmente, (3.29), (3.14), (3.13) y (3.12) llevan a

A I
p‘ln n M=

supS1(X) = sup S1(yjXx)=0Op= — cs:(P): (3.30)
x21 [a;blEl nh

El siguiente paso en esta demostracion es acotar suppaper S2(y j X) (ver (3.2)),
lo cuél resulta inmediato puesto que
1 Au
sup S2(yjX) ==supSlz(x) =0 ——
[ablEI 2 x21 nh

ﬂ1=2 !
Inn cs: (3.31)

como se probo en (3.29).
De este ultimo resultado junto con (3.30), (3.3) y (3.2) se sigue la primera parte

del presente lema:
_ - A“

A N Inn M=o !
sup  THIP®H(y Jx) i Hp(yjx)" =0pe  — csi(P): (3.32)
x21;y2[a;b] n

Para la demostracién de la segunda parte, tendremos en cuenta que:

sup CE®y jx) i Cy(yjx)

[eiolEt - i h i
= sup " LBy jx) i Li(yix) i HRP%y® jx) i Hg(yijx) ~
[a;b]El - - - -
- sup LRP%yjx) i Lg(yix) "+ sup HEP®Yyjx) i Hg(yjx)
[a;b]£1 [a;b]£1
donde
" aBoot H X
L™y ix) = Bhi(¥)1gre g
i=1
Yy
“joBoot H X
Ham v ix) = BrilX)leze . yg!

i=1
Ahora; basta seguir paso a paso la demostraciéon del apartado a), pero para

sUPaper LREOHY jX) i L§(y J X)7 Y suppamer HEBHY jX) i Hg(y jx)™; respec-
tivamente.
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Conviene solamente destacar que:

R X h D R
ELRPOYix) = Bhi(0E" Lere.yg Bhi(X)Lg(y J Xi)
i=1 i=1
y
. X h X .
ETHREON Y jX) = Bni(0E® lzm.yg = Bri(Hg(y i Xi);
i=1 i=1

resultados que se obtienen de forma analoga a (3.4).

Lema 3.11 Bajo las hipotesis H1, H2a), H3-H10 y H13, se veri..ca, con probabi-
lidad 1, que:

sup sup  HR(E) %) § RE(Si%) i HI(t %)+ HE(S %)
x21 fs;t2[a;b]=jsitj - bng
y _ -
sup sup "Cy(tjx) i Cy(six) i C(tjx)+C(sjx)
x21 fs;t2[ah]=jsitj - bng
i i G3ma R 2

tienen orden O "Q—g‘ , donde by, = O "{]‘—r?
Demostracion. Comog ¥ 0y Inn=(ng) ¥ 0; podemos utilizar los Lemas 2.2 y
2.3 con ventana g para las funciones del presente lema, y de esta forma obtener el
orden de los supremos_anteriores, que sera:
]
Prn T2t ,¢
O n—gbn +0O by +0O(bng) cis: (3.33)
2 T
1

donde (bn),on denota cualquier sucesion convergente a 0 y tal que by 'Q—g” >
A=>0: i

|

i 1= i
La sucesion C " 1o es una tal sucesién by, puesto que:

O 1.
(YU | Y CUR | ) =2 T2 = T
n PEmn T _ g SR A _T g T e g 2y sy,
nh ng In° hlnn Innh
nZg

Ademas, para dicha eleccion de bn se tiene que
AIJ- V34
(3:33) =0

Inn

o C:S: (3.34)
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sin més que utilizar queg=h ¥ 1;=- 1 1 vy ,ig = O(1); y teniendo en cuenta
las relaciones:

'Inn'I'lz4 - ﬁﬁ
De este modo, (3.33) y (3.34) prueban el resultado deseado.

Lema 3.12 Bajo las hipotesis H1-H13, se veri..ca que

sup_sup  AERON(Ejx) § FEPNs fx) § I (t]x) + Fy(si )"
x21 fs;t2[ah]=jsitj - bng

sup sup CEOYtjx) i CBsjx) i Cqy(tjx)+Cylsjx)
X21 fs;t2[a;b]=jsjtj - bng

tienen orden

3. ¢ -
i C1=2
donde b, =0 100

Demostracion.
Analizamos

sip_sup  TAERONEjx) § FEPs [ x) i F(t]X) + HEy(si )
x21 fs;t2[a;b]=jsitj - bng
(3.35)

que se puede acotar por la suma de los respectivos supyzy SUPfs:t2[a:bl=js j tj - bng J€
los dos términos siguientes:

THIPNE) x) i HIP®(sjx) i ETHER N (tj x) + ETHR*(s ) x) (3.36)
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—E“H;‘goot(tjx) i E“Hngoot(ij) i Hfg(tjx)+Hfg(sj X): (3.37)

Comenzamos estudiando supyo| SUPfs:t2[a:bjjs j tj - bng (3-36) Y €N un primer momento
..jemos x 2 I:

Razonando como en la demostracion del Lema A.5 de Van Keilegom y Veraver-
beke (1997a) dividimos el intervalo [a;b] en subintervalos I; de centro t; y radio by;
de formaquety =a, t,n =by,sijsitj- by existeunljconi=1;2;::;mjl,
tal que s;t 2 I;. Cada intervalo I; se divide a su vez en subintervalos cuyos ex-
tremos dertamos por tjj, de forma que tjj = t; +j§'r1‘; con j = jan;in+any
an » "Q—r? i1% " Utilizando estas particiones y la monotonia de HEBoot: j x) y de
E°HIBot(: j x), se tiene:

sup (3:36)
fs;t2[a;b]=jsi tj - bng
o ARt X) § IR0 3

i EquE’OOt(_tik j X) + EquE’OOt(tij j X)_+
+2max max E*HFE (t5.01 j X) § ETHIBOY (i j ) (3.38)
i

El valor absoluto que aparece en el primer sumando de la expresion (3.38), se puede
escribir como la siguiente suma de variables:

THIPO (ti j X) i HIP® (L § x) 1 EPHIP (tik j X) + EPHIS (tij j )™ _
¢ h R R i;
= - Bnr(X) leze-tyqe=1g i lfze-t;e=19 i Hig(tik ] Xr) + Hig(tij j Xr) =
-r=1
-

= - Wigji(X)-: (3.39)

r=1

En el universo bootstrap, las variables Wi jji)(X) son i.i.d. y E*W,jji)(x) = 0:
Ademas

V<'31rr]nWr(ijk)(X)¢ i
o i 2
= E" Wyijn(X) © = (Bnr(X)* £
Hhz R - 3 . ’izﬂ
EE"  lfzo.gee=1g i Hig(tik] Xr) 1 lgze.g;ee=1 i Hig(tij j Xr)
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= (BHW(X))2£ s . a -
£ I‘Alfg(tikj>r<]r) 1§ Hy(ticj Xr) +HE(tj § Xe) 1 Hig(ti j Xr)
1

i2(Bhr(X2I)2 I_Ali]g(min'ﬁik;tijgj Xr) i I_Alfg(tikj Xr)l:lfg(tij J Xr) .
i

= (Bhe(x))? F:]fg(tikixr)+Hfg(tiijr) i 2H{y(min fti; ;9 j Xr) i
i

i (Bnr(x))® H2(ti j Xr) + Hi2(tij j Xr) i 2H (ti ) Xe)Hiy (L § Xr

expresiéon que se acota por

- (B0 E :

£3 I_Ali!L]g(tikj><l’) i Hfg(minftik;tijgj Xr’) +

+ Hfg(tij I Xr) i Flfg(minﬁik;tijgj Xr) i
2 -
2.>

i Hig(ticj Xr) i Hig(tij j Xr)

y por tanto

Var'Wgji (x) - 2(Bhr(X))2Jﬂflif%X:F'fg(ti+1J'Xr) i HE(tij %)™ -
- 2 (Bnr(x))? max Hig(ties ] Xr) i Higltij Xr) i

i Hy (tien J Xe) +H{(ti ] Xp)j +
+2 (Bhr(x))2 mianHf(ti+1 I Xe) i Hf(ti IR E

Analizamos por separado los dos Gltimos términos.
Para el primero, utilizando un razonamiento anélogo al de la acotacion de la
expresion (3.27) (puesto que x 2 1 y h ¥ 0), junto con el lema anterior, se tiene

2 (Bnr(x))® max Hig(ti § Xr) i Hig(tiva ) Xr) i HI (6§ Xe) + HE (tiea J Xo)

(3.40)
- 2(Bpr(X)* £ : :
i wp FE(sIR) § (LK) § HESIR) +HEE )
¥2(X i hix-+hyfs;t2[abl=js i - bng
A 1
IJ'lnr’|ﬂ3z4

nh
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Para el segundo:
2 (Bnr(X))? max JHL (ti ] Xr) i Hy (ties  Xe)j

- 2(Bnr(x))” sup  maxjH7 (L j R) § Hi (i1 j X)]
x2(xjh;xx+h) !

- 2(Bhr(x))z CN(Hfo)m.antHl i tij= (Bhr(x))z O(bn)
A 1

My e
nn

= Buxf0

donde C(HZ") denota una cota de dicha funcién en [a;h] £ 1.: Por tanto:

> AAL Tt A Mot t >
o Inn Inn 2
Var Wr(ij K) (X) - O m + m (Bhr(X))
r=1 A 1 r=1
M T | °
- O n_n i c's:
nh nh h
También se veri..ca que _Wr(ijk) (x)_ se acota de la forma:
- h o TN
Bhr(X) lfze.geo=1g i lfze-v;e=1¢ i Hig(tik J Xr) + Hig(tij j Xr)
91
1
- 2 max Bnr(X) =0 e c:s:

La desigualdad de Bernstein en este contexto nos lleva a que:

A - A !
. -X - 2
P™ - WiGg(X¥)->. - 2exp i——7—tm
r=1 20175 nn + 3C27R -
i jnnCa=a
Tomando , = ¢® 100" gbtenemos:
A S | A Ce |
ijnn%3=2
pa oo\ x> ) ] c°2 ' Inn ™
- rijlo\X)-=. = 2€Xp it o Tinn =2
Inn 2cpc® 'Inn
r=1 2C1 “hn + 3¢ nh o
ijnn%s=2 =
5 i Inn " nh
- ex M e
Py F o) Tnn"1=2
n

- o2
i3

— 2n 2(cq+cpct)
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sucesion que converge a cero, tomando c¢” de forma apropiada. Por tanto, se tiene:

_ _ 1
_X - A“ln n ﬂ3:4 -
_ Wr(ij k) (X)_ = Ops= m C:S:(P ):

Es mas, también se veri..ca que:
A Z Z
_X -
p® T Wein (X2 >
M rijiy (X)-> .

=1 AC -
, . X -
- (Mil)(2an+1)7P7 - Wigjin(X)->, (3.41)
r=1
- c?2
= 2(m j 1)(2an + 1)’ n’ Tavee™ =
” il Cn2
— 92C Inn n! 2 e

nh

sucesion que sigue tendiendo a cero tomando c” de forma apropiada. Por tanto, se
llega al resultado:

- - A
" - ul
— Wi —=0ps= — si(P): 3.42
max 1A B r(ijky (X) P - cs:(P) (3.42)

De esta forma hemos acotado el primer sumando de (3.38). A continuacién,
estudiamos el segundo sumando, dado por:

Qmaxmax_Eul:leOOt(tin iX) i Eul:leOOt(tij I X)
i j -

X 3 -
= 2miaxmjaXZ Bhr(X) Hfg(tij+1jxr) i Hfg(tij J Xy)

:r=1
-xX
- 2maxmax_- Bp(X) £

L .

£ H(tij+1] Xr) i Hig(tij § Xe) § H (tije2j Xe) + HF (6 § X¢) "+
-X L S
+2miaxmjax_ Bhr(X) (Hy (tij+1 ] Xr) i Hy (tij j X¢))-:
r=1
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El primer sumando del segundo miembro de la desigualdad anterior se acota (de
forma analoga a (3.40)) por

A 1
X
r=1 - -
£  sup sup Hiy(sj %) i Hig(tjX) i Hi(sj %)+ H(tj %)
X(X i h;x+h) fs"t2[a;b]:js iti-bng
M Va=n =
- o 20 cs:
_ S:
El segundo por
A 1
X - o o © oA\
2 Bhr(X) sup  maxmax j(Hp (tij+1 ] X) 1 Hi(tij ] X))]
r=1 x2(xjh;x+h) ! f& '
0 ulnnﬂ3=4-
- C(Hi1 )miaxmjaxjti;j+1 i tijj =0 m

y ambos resultados conducen al orden del segundo sumando en (3.38):

- - A 1
A A - Hlnnﬂ3:4
2 max max E°H{E (tij+1 ] X) § E°HE® (tij jx) =0 5 cs:
o]
(3.43)
Entonces en virtud de (3.38), (3.39), (3.42) y (3.43) se tiene que:
A“ln nﬂ3:4 !
sup (3:36) = Op= —— cs:(P)
fsit2[ab]=is it - bag nh

Ahora, necesitamos calcular el supy,, de la expresion anterior, que llamaremos
supyo; S1(X) y que claramente coincide con:
SUp max IIjl%(X_HfEOOt(tik i1X) i I:If,r?OOt(tij 1X) i
x21 ’ =

i EUHTEOOt(tik j_X) + EquEOOt(tij J X)—

+2 sup max maX_Eul:leOOt(tij+1 IX) i EEHTEOOt(tij ix)
x2l | J
= sup S1i(X) + sup S1a(X):
x21 x21



3.2. Bootstrap condicional con censura y truncamiento 163

Es inmediato comprobar que

supS1z(x) =0 c:s: (3.44)

x21 nh

Para estudiar sup,o; S11(X) utilizaremos un razonamiento analogo al de la de-
mostracion de (3.14).

Por tanto, consideramos en el intervalo | un conjunto E, de, a lo sumo n? + 1
puntos, E, = X0, de forma que 8x 2 I; 9 Xp 2 En = jX i Xnj - Ci=n?%: Se
veri..ca:

sup S11(X) = max S11(Xn)+
x21 Rn2En

+S%II) miax Hjl_zli(X_HfEOOt(tik I1X) i Hf}?mt(tij 1X)i (3.45)
X ;

ECHER by ) + EPHER (1 )

RSB (b %) + FEBOON(t  %n) + -

+En|:lfr?00t(tik jXn) i EanEOOt(tij i Xn)”

Utilizando (3.41) obtenemos:

A M Maa ! =~ ~ Hy g TTa=s I
P°  max Sly(%n) >c¢® —1 . P° Sly(xn)>c® —1 .
R 2En nh nh
2,2En T
” il o
1 n 1 _ c 2
- Card(En)QC _Il n 1 2(c1+cpc™

nh

que para card(En) = n? + 1 es sumable tomando un ¢® conveniente. Asi llegamos a

Aulnnﬂ3:4!
S11(Xp) = Op= — cs:(P):
uax Shi(%n) =Ope T (P)
Por otra parte, ) )
-X A -
(3:45) = supmaxmax-  [Bpr(X) i Bhr(Xn)] Ariji)-
x21 boopk

donde

Ariijk) = Lz - tyeo=19 T Lfzg-t;:2=1g 1 I'A|fg('[ikj Xr) + |‘A|fg(tij i Xr):
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Mediante calculos analogos a los efectuados en (3.20) acotamos (3.45) de la forma

z M il z
1 - o o} X 1 XI’] i xr -
su maxmaxﬁ_m Xn) i Mp(X —K ——— A+
XZII) i m ( )mh_(xn) ( h( n) 1 h( )) - nh h B r(ijk)
. 9 _)(P-i uXinﬂ_iK“Aninﬂﬂ:
2 T3k MR _, nh h 'nn h -
¢

i L,
El segundo sumando es una O n21h2 C:S: como ya se vio en (3.24). En cuanto al
primer sumando se tiene

- M )| -
1 Z o X1 Xn i Xr Z
su maxmaxﬁ m i Mp(X —K ——— Atk
XZII) i m ( )mh(x ) .(l h( ) |_ h( )) . nh y h r(ijk)
JMp(Xn) i M (X)] X . .
- su - max maxmax—  Bnr(Xn)Ar(iik)-
lel) ME(X)M(Xn)  #n2En 1 jk - hr (Xn) r(ijk)
donde facilmente se ve que
A T ]
aup I8 0) § MECOF o P T
x2l My (X)Mp (Xn) nh
y
" - Z A 1
-xX R E# Aulnnﬂ3=4-
g, PR Brbeaios SOy o)
P
sin méas que tener en cuenta que  [_; Bnr(%n)ArGjk) = r=1 Wr(ijk)(Xn) (ver

(3.39)) y que (3.42) se tiene de modo uniforme para todo x 2 I:
De este modo hemos ..nalizado la prueba de que

Auln nﬂ3:4 !
supS13(X) = Opa  —— cs:(P)
x21 nh
y éste resultado junto con (3.44) lleva a que
Auln n'"3:4 '
sup S1(X) = sup sup (3:36) = Op= —— csi(P):
x21 x21 fs;t2[a;b]=js i tj - bng nh

El siguiente paso en esta demostracion es acotar el término (3.37).
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Para ello, efectuamos la descomposicion siguiente:

:Eul_]fé?,oot(tj X) i Eﬂﬂfgoot(sj X) i Hfg(tj X) + Hfg(sj X)”
> 3

- 2 Bni(®) Hig(tjXi) i Hig(sjXi) i Hi(tj Xi)+Hi(s]jXi)
i=1 .
¢ :

+2 0 Bni(X) (HL(t] Xi) i Hi(s]Xi)) i H(tjX) +Hi(sjXx)-+
—i=1 -

+THI(t)X) § H(sjX) i Hi(tjx) +Hiy(sjx):

-

+

Es facil ver que supyo SuPfs:t2a:ti=js i tj - bng d€1 Primer sumando se puede acotar por
sup  sup sup  THE(SJX) i Hig(ti%) i Hi(sj %)+ Hi(tjx)
X21 x2(x j h;x+h) fs;t2[a;b]=js i tj - bng

y aplicando el Lema 3.11 en un cierto intenalo 1.,= I-% 1., % |, (de..nido como en

el estudio de (3.27)), se llega a un orden O "Q—r? ¥ es:

El mismo orden se obtiene para el supyo| Supfs:t2[a:bj=js  tj - bng €l tercer suman-
do, aplicando directamente el Lema 3.11.

En cuanto al analisis del supyo¢$ubss:toabj=js j tj - bng Para el segundo sumando,
basta considerar que zn (Y jX) = iL; Bni(X)H7(y j X;) es un estimador de tipo
nucleo con pesos Nadaraya-Watson de la funcién z(y j x) = H{(y j X):

Teniendo en cuenta entonces, que las variables Z;j son continuas y positivas,
que Hi(y j Xj) toma valores entre 0 y 1, y que ademas, las funciones m*(x) y
E (H{(y ] Xi)jXi =x) = H{(y j X) veri..can las hipdtesis del Lema 2.2, se puede
aplicar dicho lema al estimadag zn(y j X) y asi obtener el orden del sumando en

. 1 3=4
estudio, que resulta ser una O o0 cs:

Finalmente, al haber acotado los respectivos supyoj Supbfs;t2a;bi=js g - bng, 9€ 425

expresignes (3.36) y (3.37) obteniendo, de forma casi segura una Op= I"r]—r? =4 y
una O i"g—g%z“ respectivamente, hemos demostrado que:
AHln n1T3=4 !
(3:35) = Op= o c:s:(P)

resultado que constituye la primera parte de este lema.

La segunda parte del lema se demuestra de forma totalmente analoga a la
primera parte, una vez tenida en cuenta la relacion entre las funciones C, H y
L, y las de sus respectivos estimadores no paramétricos y bootstrap.
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2. Demostracion del Teorema 3.6.
a) Tengamos en cuenta que

. Z, .- _
Ko lizpygtiBri®) 7Y dHEBOU(t] x)
i=1 Jr'1=1 Lerp .z - 279Bhj (X) o CPottjx)
Z e e
AC(yjx) = K Lz, -ygtiBgi(X) _ Y dHf, (tj x)
’ o = lfmeziezieBa (X)) 0 Cy(tjx)

APt (yjx) =

y por tanto

ARy jx) i Af(y i) ,
_ T YdHetE) 7Y ARG (i) 7Y dHIPtEix)
o CBotjx) = o Cy(tjx) o C(tix)
v dREBoot(tjx) £V dRS(tix) 2 Y AR (tix)
—_— —l —_— =

by T Cix o Cltix) ' 4 TC(tin

2y dHEBON ) § dFIg(t] )
Y 1 1

0 LCPO(tjx) ' C(tix)
;7 A '

y 11
o Ctix) " Gytjx)

dHFBt () x) +

+ dHfg (tjx) =

2y dHZBOt(t x) § dHIE, (] X)

C(tjx)

dHFE (1] x) +
- .

dHEE(t] x) § dHE(t] )
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Dy dAgBetEx) § dHE (] X)
OZ A C(tjx) ' )
y 1 1 . .
+ - i = dHBMtjx) j dHZ (tjx) +
o CBOLtjx) ' Cqltix (1) 1 dPgt) )
2,8 , e i
+ - i . dHZBNtj x) § dHEL (tjX) +
;7 A '
y 1 1 e
+ dH 4 (tj x)

o CBoot(tjx) ' Cy(tjx)
%y 6Bt x) § CqltX)

+ dH{ (tjX) i
0 (C(tJX))Z 1( J ) 1
y (~Boot ¢ ; - A H
Ch (tJX)'l ng(tJX)dHf (th)
0 (C(tjx))
Es decir,
AR (y ix) i AF (yjx) - (3.46)
Z. e . N z A, . !
_ TV AR x) § dHE (i) 7Y CR(tx) i Co(ti%) e
- i I 2 1(tjx)
0 C(tjx) 0 (C(tjx))
+R1+R2+ R3
donde
AN . e
y dHlEOOtaJ X) i dng<tJ X) X 1fZi°-y;t§‘=1g - X 1fZi_y;iizlg
. = Bhi(X)# i Bgi(X)—_ -
0 C(tjx) iz1 CZziix) = o, C(Zijx)
2y €BoN(tjx) i CyltiX)
LTS (1) =
0 (C(tjx)
g Y ?:1 Bhi(x)lﬂ—'u't'z-ug o4 z y P?zl Bgi(x)lﬂ'i-t-zig By
= ————dH (tjX) i — dH3 (tj x)
0 (C(tjx)) 0 (C(tjx))
z,A 1 ;e i
R1 = _ i = dHEBO (£ x) § dHE (tj x
o BN G (P
A 1 .
Z, 1 - 1 3

R2 = — -
o Cy(tjx) ' C(tix)

dHEB(t] X) § dHE(t] )
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7 A
Ry — 1 Lt dH (t] x) +
= gﬁom(tjx) i Co(tix) 1g\t]
Z y ér?oot(tj X) i Cg(tj X)
+ Y
% (C(tjx)
~ R . 3
Y CBoot(tix) i Cs(tix Ty qe i
_ hoo (t] )_l 29( j X) dH{ (tj x) i dHyg(t] %)
0 (C(tjx)
z y3 . !
bR § Gltin) £
70 |
1 ) 1
: [ OG- (L
(Cltix)? " CEt(tj x)Co(t] x)

dH7 (tj x)

-

£

dHE, (tjX):

Los dos primeros sumandos de (3.46) constituyen el término dominante de la ex-
presion (3.1), dado por:

X o X
Bhi(X)»(Z{; T35 Y X) i Bgi (X)»(Zi; Ti; %i; y; X)

y los tres Gltimos su término de error: RB®(y j x) = R1 + R2 + R3:

Para acotar el supremo en [a; b] £ 1 del término de error, analizaremos cada uno
de sus sumandos por separado.

Los términos R1, R2 y el primer sumando de la expresion ..nal de R3 que
llamaremos R31, presentan una forma similar al término R2n,(y j X) de..nido en
la demostracion del Teorema 2.1y, en virtud de los resultados de los Lemas 3.9,
3.10, 3.11 y 3.12 previamente demostrados, los respectivos supremos en [a;b] £ |

se pueden tratar de fogna totalmente semejante a suppapei JR2na(y j X)j y asi ser

- ¢ _
acotados por una Ops "Q—r? ¥ esi(P):

En cuanto al supp, ¢, del segundo sumando de la expresion ..nal de R3, supre-
mo que genotaremospor suppa:pje1 JR32j; no es dificil ver que se acota por una
Op. 007 c:s:(P); utilizando los Lemas 3.9 y 3.10.

Para ello, procedemos como sigue:

sup jR32j -
[a;b]£] - - _

- i4 sup "CBOtjx) i Cq(tjx)” sup CEBOtjx)Cq(tjx) i (C(tjx))* -
U [a;b]£1 [a;b]£1
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- L gup EBONtjx) § Cyltjx) £
U [ablEL
£ sup CPOUtjx)Cq(tjx) +Cq(tjx)C(tjx) i
[a;b]E£1 _

i Co(tix)C(tjx) i (C(tjx)*

1 A . A . o
- — sup CPFOtjx) i Cy(tjx) £

u [ab}EL 2 . 3 -
£ sup Cy(tjx) CPOtjx)jC(tjx) +C(tjx) Cy(tjx) i C(tjx) ~
[asb]ET _ _
- L gup EBONtjx) § Cyltjx) £
K [aplEL 3 -
£ sup Cy(tjx) CBOUtjx)+Cy(tjx) i Cy(tjx) i C(tjx) +
[a;b]E£1 3 o
+C(tjx) Coltjx) i C(tix)
V1
Inn
= Op->= m CS(P)

De esta forma se tiene que

- - p‘ln nﬂ3:4
sup RBOYyjx) =Ope — cs:(P)
[abl£l nh

con lo que ..naliza la demostracién del apartado a) de este teorema.

b) Escribamos FE(y j x) § F{°(y j ) de la forma siguiente:

-

3 - 3
Li FRyix) j 1§ FP%yjx)
3 ’A ~
Li Ry i)

g

-

3
= 1iFRSyix) 1i
3 -3

= 1iFfyijx)

1
eIn(l i FBoo(yjx)) B
eln(LiFEein)

1 5 (TPt E0) iin(1i FEEix)

-~
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Aplicando Taylor a1 j < en x =0, se tiene
3 .

PRy i Fyix) = 1iFg(yix) £

Llamando A =1n 1 j If,r‘?‘mt(yj X) iln 1j Ifg}c(yj X) podemos escribir la ex-
presion anterior como

1i Flyix) A %e#”A2
o 1 .
= (1iF(yix) iAi§e#”A2 -
3 s .

o _ | .
+ LiFPyix i (LiFyix) iAige™A?

3 - 3 -
donde #n esta comprendido entre 0y In 1 j FB®yjx) jln 1§ F{(yjx)
Analizamos el término j A; que dividimos en tres sumandos
3 - 3 -

iA = il LiFPyjx) +In 1iFE(yjx) = (3.47)

3
= il LiFPOUyjx) i ARyjx) +
HARPN Y ) i AR i)+
FAF(YIX) +In 1§ FS(yjx)
Y como consecuencia de esta descomposicion y de que el segundo sumando es el
principal y esta desarrollado en el apartado a) de este teorema, obtenemos

FEOy jx) j Fe(y jx) =

" - ,
= (LiFYix) Bl @3TE4Y) 0 Bl (ZiTiiy:X)
i=1 i=1
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donde

REYIX) s - (348)

= (1iF(yix) i£1n Li FP%yjx) 1 ARy ix) +
o}
+(1 i Fyix) Ry ix) 4 -

FLiFyix) ARyjx)+n 1§ FCyjx) +

N —

+(1iFyix) ize™A® +
3 oo 1 >
+ 1iRyix i TiF(yix) iAj §e#"A2 ;

A continuacion acotaremos los tres primeros sumandos que forman el error,
prescindiendo de 1 j F(y j X) por ser siempre - 1:
En primer lugar, tendremos en cuenta que

_ s .

sup AF(yjx)+In 1jFfyjx) =0 1 s (3.49)
[a;bl£1 ng

L
=
=

resultado inmediato sin mas que reproducir el estudio de la expresion (2.58) del
apartado c) del Teorema 2.1 para la ventana g. También es facil ver, siguiendo paso
a paso el desarrollo citado, y utilizando

_ _ A '
PN A - Hln n M=
sup CROtjx) i Cy(tjx) =Op=  —— c:s:(P)
[ablEl nh
gue se tiene
- 3 - z B |
sup “jln 1§ FE%yjx) jABYyjx) =0pe — cs:i(P)  (3.50)
[a:b]£1 nh

Por otro lado en el apartado a) de este teorema se prob6 que

- - Auln nﬂ3:4 !
sup RE®Y(yjx) =Ops —— cs:(P) (3.51)
[abl£l nh
Y entonces, el suppaper RAra los tres primeros sumandos de Ri,BOOt (y j X) tiene un
orden dominante de Op= 10" ¢5:(p);

En cuanto al cuarto y quinto sumandos, observemos que:
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i) El valor de e esta comprendido entre 1y e"(1iFR 0610) i n(1iFE072).: esto
es

gin . L FRoolyjx) 1
LiFe(yjx) 1§ FE(yjx)

C:S:

cantidad que esta acotada en [a;b] £ | de forma c:s:; al estarlo 1.F—l(ij) y

- Z Auln n1T1=2 !
sup FC(yjx) i F(yjx =0 — cs:
[a;b]£1 nh

9)-

ii) Respecto a A (expresion (3.47)), teniendo en cuenta la representacion del
apartado a) de este teorema y los resultados (3.49), (3.50) y (3.51), se tiene:

(el Teorema 2.2 se sigue veri..cando para Ifgtc(yj X) con las condiciones sobre h y

SAE :X o o o X E
sup JA] = sup = Bpi(X(Z{5 Tty X) i Bai(X»(Zi Tistinys X)- +
[a;b]£1 [asb]£1 "5\:1 ' i=1
Hpptle=s® By T hoy T
+Op= - +0 ng + Op-= - c:s:(P):
Inmediatamente veremos que
EX o] o] o] X E
sup - Bri(X(Z5 T2 yix) i Bei(})»(Zii Tistiiyix)- (3.52)
[a;b]£/l& i=1 . i=1
IJ‘lnnﬂlzz-
= Op>= - cs:(P)

y por tanto, se veri..cara que

A !
Hln n1T1=2

sup jAj = Op-= c:s:(P):
[ablEl P nh P)

Como consecuencia, 10s supp,.pep de los sumandos cuarto y quinto en (3.48) se
acotan, respectivamente, por

- K 1 TE ulnnﬂ
sup (1§ F(yjx)) is€™A? -=Ops
[ab]El 2

- cs:(P)
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-

_3 - —_

- N . B 1 >_
sup -~ 1§ Fgo(yjx) i (1iF(yjx) iAige#”Az‘
[ablEl _

- . . - 1 Z
- sup FE(Yix) i F(yix)” sup -jAj ée#nAZ—:
[a;b}EN ' A [a;b]£|l
“lnn'ﬂkz Hlnn'ﬂ1=2 SO ||

Inn
= pe e :Opﬂ

o - o c:s:(P):

Este orden junto con los obtenidos para l0s supa.pes de los sumandos anteriores
de (3.48) prueban, ..nalmente, que

Z Z A
sup ROy jX) =0ps —— cs:(P):
[ablEl nh

Analizamos, pues (3.52). Para ello escribimos:

X X
Bri(X)»(Z T4, yiX) i Bai(X)»(Zi; Tis £ty X)
=1 =S A !
_ dHZB(t ) x) § dHE (L] X) : Y CBot(tjx) i Cyltjx) dHE(t ] x)
. ctin 0 4 (Cti?
Z qo H - Jo i Z > i > j )
By dHEBOOt (¢ x) § dHE, (t ] X) : Y CBoot(tjx) j Cq(tjx) dHE(t %)
: %) o Cin? . "
L1 R R # o H - o H 1
HEB(tix) i Ffy (i)~ “y IR0 i Rt dC(tix
R C(tjx) 0 40 (C(tjx))?
7 ) ) '
y CBOOtt'X : Ch(tix _—
: oo (t] )_. 29(1 ) dH?(tj x)
0 (C(tjx))
y entonces
> X -

sup = Bni(X)»(Z7 TGy X) 10 Bgi(X)»(Zi; Tis i y;
[@blEl j= i=1

X
T
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”1 5 11 - -
=+ sup HIF®Yyjx) i Hig(yix) +
Ko U Jamel

1 A . A
+— sup CEONtjx) j Cy(t]x)
H K;b]EI '
IJ‘ln nﬂl:2 )
= Op=s — c:s:(P
P o (P)
..nalizando, de esta forma, la presente demostracion.

3. Lemas utilizados en la demostracion del Teorema 3.7.

Lema 3.13 Bajo las hipotesis H1-H13, para x 2 | e y 2 [a;b], se veri..ca:

h3
supP®”  (nh)*2 (1§ F(yjx)) £
t2R 1 #
X
£ (Bri)»(Z5 T Y X) 1 Bei(x)»(Zis Tistiny;x) -t
i=1
A [ .
_ tiba(yix) - i1=2 -
i N —(vﬁ(ij))m =0 (nh) c:s:
donde by (y j X) es
" #
i} X
E° (nh)™ (1 i F(yjx)  (Bri(X(Z7Te5yiX) i Boi(x)»(Zi; Tii iy X))
i=1

x
=) (1§ FYix)  (Bri)E™(ZTE Y X) i Bgi(X)»(Zi; Tis i Y X))
i=1

Y Vn(y jX) es

#
X

var® (nh)(1i F(yjx)  (Bril»Z7 T %) § Bai()»(Zi Tis 4i;: X))

=nh(1iFyix)?  (Bni(x)?Var’>(Z7 Ty x):
i=1
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Demostracion.
Sigue los mismos pasos que la demostracion del Lema 2.7. Por ello, aplicaremos

la desigualdad de Berry- Esséen a las variables
Vi® = ()2 (1§ Fy§ %)) Bri(X) P(Z7 T 43y:%) i E(Z0 T4y 0)]
gue abreviadamente escribiremos como
Vi? = (nh)* (1§ F(y %)) Bri(X) pF(y;X) i E™{(y;x)]:
Asi, obtenemos que el supremo del enunciado se acotg por _

(1 F(y 0TI B0 B i) § ETyiof
T S I RV

P . TN
=1 (Bri(x)) E® pi(y:x) i EDJ(y;ix))°

=) n 3=2
L, (Bhi(X))?Varmi(y; x)

= A (3.53)

A continuacién veremos que E®j»7(y;x) i E°»}(y;X)j° esta acotada de modo
uniforme 8i y como consecuencia, el numerador de la cota (3.53) tendra el orden de
A 1
X H T Ho T
(Bni(x))® - maxBpi(x) Bhi(x) =0 — cs:
. i . nh
i=1 i=1
Estudiagnos entonces: .
E® pi(yix) i E™(y;x)°
3 - 3
E® pi(y:0i® +3E" 07 (y:x)? E°(pf(y:x)i) +

+3E° (5 (v x)) (E° (25 (v: )0)* + (E° (5 (v: X)) -

£ hyyio0f® 38 R0 S (i) +4 7 (i 00

4 E” piy;i® + (E%(h{ (y;x0)°
(en la ultima desigualdagse ha utilizado que j»; (y; X)j y j»; (V; x)j2 tienen covarianza
positiva y por tanto E* 7 (y;x)ipf(y:x)i* . E*(P{(y:x) ET PPy:x)j® :

Como por otra parte, se tiene de modo uniforme 8i; que:
Z _

. . :1fZ-° -y;ti=1g Y 1fre.y- Z%g N
o . — - i "l - i i Hﬂ —
1 1 2
- sup +Sup ———— - 280p ———— - —

s20y] C(SIX)  s201 (C (] X))*  s20y] (C (S X))
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se llega al resultado deseado de
3 .

E” pi(y;x) i ED{(y;x)i°
h 3 -

4 E" piy;x)i° + (E° (i (y;x)i))°
AH2'|T3 IJ-2'"3' IJ-2'”3
4 = + = =8 — cs:
u? u? u?

Continuamos estudiando el denominador de (3.53) dado por

A 1.,
(Bhi(x))*V ar®{(y; x)
i=1

Como consecuencia de los Lemas 3.14 (probado a continuacion) y 2.8, se veri..ca
que:
X 2 A 1=2
o o se(yjx Inn)—
(Bri()?Var's(yix) - ——I9 o Qo0 -
i=1 (1iF(yix))“nh nh (nh)

c.s:

lo que, de forma inmediata, demuestra:

A)( 1., .
Bhi(X))?V ar®»?(y; x —0 (nh)i*? ¢s:
(Bhi(x)) i (Y; %) (nh)
i=1
y por tanto la cota en (3.53) tiene orden
A ! .

—(::;)izz =0 (nh)i*?  ¢s:

Lema 3.14 Bajo las hipdtesis H1-H13, para x 2 | e y 2 [a;b], se tiene que:

o . nn
Vn(YiX) ivn(yjx)=0  —= c:s:
nh
Si ademas se veri..can las hip6tesis H14 y H15, entonces
3 .
4¢1=2 .

b2(y jX) i ba(y jX) = Op 'nhg
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Demostracion.
Para analizar la diferencia entre sesgos utilizaremos el Teorema 3 de Hardle y
Marron (1991).
Para aplicar dicho resultado veremos, en primer lugar, que denotando por
g(u) =EO(Z;T;+y;X)jT - Z;X =u)y, asu estimador tipo ncleo, por ®n(x) =
iL1 Bni(X)»(Zi; Ti; ti;y; X), las expresiones bn(y j X) y bi(y j X) se pueden escribir

de la forma A '
ba(yix) = (nh)* (1§ F(yjx))E"™X XBhi(X)»<Zi:Ti:ii:y:X)
i=1
= (nh)*? (1§ F(yjx)E"™>®n(x) i &(x) (3.54)
y
bR (yix) = (M) (1iF(yjx)£
X
£ (BriE™(ZTi5475y: %) 1 Boi(X)»(Zis Tij i3 ;X))
i=1 ..X #
= (M)A iFYix)  Bri(¥)d(Xi) i &g(X) (3.55)
i=1

respectivamente: (3.54) es inmediato, ya que ®(x) = 0 (ver (2.60)); (3.55) se obtiene
teniendo en cuenta que

ES(Z7 T4y X)

A ;
uulfz?-y'tF‘:lg." ZyE" Lere-u-zzg dHE (U ] x)

= — " _ f(ujx)=
S @i e Tewor :
Y dH2 (uj X; Y (Ui X

_ Y dHRpUiX) ColUXi) ey jx) =
o Cujx) o (C(ujx))
X Ltz -yurmtg . X Y 11, -u-z

- Bor (Xj)——Y2r=8 + B (X; S U9 gHE (uj x
o or(Xi) C(Zr ] %) i . gr(Xi) . (C(ujx))2 1(U]jXx)
X

= Bor (Xi)»(Zr; Tritri Y X) = ‘i)g<xi):

r=1
Por otro lado, se comprueba que las hipdtesis H1-H15 implican las del teorema
citado de Hardle y Marron, y por ello podemos aplicarlo en este contexto. Asi, se
establece la converg%ncia en probabilidad hacia 1 de la expresion

EYIX (nh) T (1§ F(yjx) P2 (b5(yix) i bn(yjX))?
[h% (Cynilgis + Cag)]
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donde
LY. . 0/ p\2
Ci= precren <V (x) K%(u)=du
y
1 4 g o v ° ol "oz
2= Tome(x)2 oK (M*(X)@(x))"" i m* (X)P(x)
siendo
V(u)=Var»Z;T;5y;x) jT - Z;X =u)
y

Z
dk = Uu?K(u)du:

Razonando de modo anélogo al de la demostracion del Teorema 3.18 de la tesis de
Cao Abad (1990), se prueba que

. _ P i 66,
bE(YiX) i bn(yjX) =Op 'nh®'Cinilgi® + Cyg* 7

Y teniendo en cuenta las hipdtesis sobre las ventanas h y g, es sencillo ver que dicho
| 1=2
orden es una Op nh%g* ~°:

Estudiamos ahora la diferencia entre las varianzas.

Con el ..n de hacer mas manejables las expresiones para dicho estudio, escribire-
mos de forma abreviada las variables »(Z7; T £7;y; X) y »(Zi; Ti; i; y; X) denotan-
dolas por »; (y; X) y »;(y; X), respectivamente. De este modo, se tiene que:

Vi (YiX) i Vn(Yjx)
X h , i
= nh(1iF{yjx)® (Bpi(x)? Var™»(y;x) i VarX»(y;x) =
i=1
X h ¢ o £ ol
= nh(1iFyix)® (Bni(x)* E*{(y;x)? i EYX »i(y;x)? (3.56)
i=1
X = 2 B
+nh (1§ F(yjx)?  Bni(¥)?2 EY%i(yix) i (E®»%(y;x))? (3.57)
i=1

-

Analizamos el primer sumando.
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Comenzamos con

h 2i
E" _0i(y:x)

Alfz“- £2=1 ! M2y Lo ez T2

= E° —/—— = !’_"_g +E° — iz ig’dHf(ujx) i
(C(Z7ix)) o (C(ujx))

1 z y1
fZ7 -y+7=1g 7 -u-Z7g
C(Z7ix) o (Cujx)?
= A/ +Bji2C

i 2E°

Hi(ujx)

donde (utilizando integracion por partes) se llega a

1 Z R
Lizg -yir=19 . defg(Uin)

Al = E° preee——— 5
(C(Zi X)) o (C(ujx))

o H z o H
Hiy(y  Xi) s ) Hig(uj Xi)

Coin? 7o Tyt

Para B;' se tiene:

A“Zy1ﬂu_u_zng T, !
. i '2dHf(ujx)

0 (CUi) )

ZyZyEU 1'l"l'i"-u-Zi"glﬂ'i‘“-V-Ziug o, - o/
— —— ———dH7 (uj x)dH; (v ] x)
0 o (Clupx))®(C(vix)” -
ZyZy 1iHEU_VvjX) LEUnvjX)

) o o (C(ujx))?(C(vjx))?

dH7 (u j x)dH{ (v j X)

donde ®J *(X;) se de..ne en (3.58).

Descomponiendo la integral anterior en la suma de dos: una para el recinto
donde u - v y otra para el correspondiente a u > v; se puede escribir B de la
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forma siguiente:

Z .~ OZ ? qt ; ’ 1
. i YLEEWIX) gty TEHGSVIX)
B = ®'(X ——@ ———dH7 (v j X)AdH] (uj x) +
o (C(ujx)) u (C(vjx)) 3
Z .~ OZ ° o ; 1
il y LEC(VJ Xl) y 1 i Héc(uj XI) o - o -
+®F (X - 2@ ———dH7 (u j x)AdHT (v j X)
o (C(vix)” v (C(ujx)”
Z OZ ° AtC( ) 1
i Y LU j X y 1iHg(ViX;
= 208 (X) g (U] '>@ g ' dHZ (v j x)AdH (u j x):

o (CUjx)* u  (C(vjx)’

Y, en cuanto a C;’; es

- ﬂ Z ﬂ:
o ulei"-y;t?=lg H Y 1ere-u-zog

= EF @ o Cugop

y Lfu-zp -yup=1glerp -ug ~ dHI (U j x)

0 . A C(Zi'jx) . (C(uj x)g2
it Y e iwn YdHg(viXi)  dHF(ujx)
A Rt e N 0 P (Cujx)?

Es importante resaltar que el calculo de las distintas esperanzas bootstrap efec-
tuaglas al analizgr los términos A{; B{' y Ci se realiza de forma analoga al de

E® lizo.yse=1g (ver (3.5)) y que por ®*(X;) se entiende
Z
®F(Xi) = Lz jXi)dHT(z j Xi): (3.58)
h i ~h i
De forma paralelahal estudio de E® (»7(y;x))? analizamos EYIX (»;(y;x))? ,
[

obteniendo que EYIX (»;(y;x))? es igual a

W Twzy %
Y jX fZi-y,_ifi—lg2 Y jX ﬁi'l:l'zigdef(qu) i

(C(Zijx)) o (C(ujx)) T
Lezi-ysi=1g ¥ 1fTi-u-zig
CZijx) o (C(ujx)?
= Aj+Bji 2C;

i 267 HE (U x)
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donde
Ai = Eijulei-y;ti=1gﬂ:Zdef(iji)
(C(Zij¥))? o (C(ujx))
_ Hiyixi) Y HI(ujXi) Lo
T g e M
"|J.Z vy 1 ﬂz#
B; = EYIX T8 28 412 (u )
o (C(ujx))? .
Z i
-~ BT I aeltmov g g sgamg v g
0 0 (GUjX)7(C(v]x)) _
ik AR VISGD RO ga g (v j x)
2y Lwixy B2V b o) K
. il L(uj X i V] A AR TN
I Ty R T T A
y
Ci = Evjx-ulfzi-y;riﬂgﬂuzy1ﬂi-u-zi9dH”(ujx)ﬂb
g S@iix o (Clyjx? T
_ yEij Lfu-z;-yiti=1glemi-ug - dHI(Uj X)
0 - C(Ziizx) (Clyj x))°
e ) .\ Y dHi(vjXi) " dHi(ujXx)
= ® (xl) 0 L(ij|> U C(V]X) (C(UJX))Z
Por tanto
h i h i
E” (07(yix)® i E (5i(y;x)* = (A} i Ai)+ (Bf i Bi)+2(Ci i C)
y
>
(3:56) = nh(1iF(yjix)* (Bni(x)*[(A7 i Ai)+(Bf i Bi)+2(Ci i CJ)]
i=1
>
= O(1) Bni(X)[(A] i Ai)+(Bi iBi)+2(CiiCi) cs (359
i=1

Cuandon ¥ 1 yel par (y;x) 2 [a;b] £1, recordando que X; 2 (X j h;x+h);
podemos razonar como en el estudio de (3.27), y encontrar un intervalo 1.,= 1 %
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l., %2 1, tal que

-X . -
sup - Bhi(X) (A} i Ai)-
[ablEl _;—y

_X HU 'X_ - HU 'X_ :
© s B (Y] .)f 12(y1 i)Z
[blEl j—q (Cyix))
2 7 . _ _
X Y HI (U Xi) 1 Hi(uj X;
+ sup 27 Bpi(X) 1g(UJ Xi) i H{(uj Xi)

dC(uj x)-

EbEl 0 (C(ujx))° _
1 Tem | P o
- = sup Hyg(Yjix) i H(YiX) +— sup Hy(yjX) i H(yjx)
uKa;b]Elil . H™ [ab]£1s,
IJ‘lnnﬂl_z-

En cuanto a B4 Bi, utilizande que ®11(X;)L(u j Xi)(1 § H(uj X)) =
C(ujXi)y®IL(X;) 1§ HEWUjXi) Lf(ujXi)=Cy(ujX;); se tiene:

Bi i Bi=

Z OZ > qtc(y i ’ 1
, Y a Cqluj X;) @ ) _LiHSVIX)
0 1iHEUjX) Cujx)? u  (Cvjx)?

dH (v j X)AdHI (ujx)

N CuXi) MY L HOXO) e e
e o 1iHUjX))(CUjx)? u (C(vjx))? dH; (vjXx) dHi(ujx):
Si de..nimos
Zy 1j HE(v j Xi)
Ui = dHz (v X)

o (CWix)P
i YEHEIX))
LX) = SRV X
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para (y;X) 2 [a;b] £1 y X; 2 (X j h;x+h) y hacemos tender n ¥ 1, podemos
razonar como en la acotacion de (3.60), de tal modo que

sup sup_'lg(qui) i '1(qui)_
u2[a;b] x21 -

3
Zy 1§HEVIX) (1 H(Vin))dH"( »
= sup Ssup - VI]X
u2[ah] x21 u (C(vjx))? . V]
- - A 1
1 N _ IJ‘lnnﬂlz2
- = sup HEyYjx)iHyjx) =0 — c:s:
W aplEr,, ViR 1R )_ nh )

donde el orden de convergencia de SUP[a;bl£LL, _I—Aléc(yj X) i H(y ] X) se obtiene co-
mo consecuencia del Teorema 2.2 y de los Lemas 3.9 y 3.11, aplicados al caso
particular de s6lo truncamiento.
Entonces:
Bizn iEi ]

_ Y CuiX)TiX) L CMiX)TujXe)  dHE(uiX)

0 1§ HE(ujXi) LiH(ujXj) (C(ujx))?
yh

= 2 CyujXi)"1g(ujXi) (L iHujXi)) i

0 s i
i CUjXi)™y(ujX) 1iHEujX) £

AHZ (uj x) .

Li HEE(U) Xi) (1§ H(uj X)) (C(ujx)?

£3

A partir de esta expresion, y teniendo en cuenta que en (y; X) 2 [a;b] £1 el denomi-
nador esta acotado por encima de 0 y que _ _

sup  "1(UJX) i Ty(UjX); sup ‘Héc(yjf() i Hyjx)"
[a;b]£li1 [a;b]£li1

A~

y sup Cg(ujX) i C(ujx)

[ablEL:,
3. ¢ -
tienen orden O "Q—ﬁ‘ = c:s:, sin mas que sumar y restar los términos conve-
nientes, llegamos a que _ -
- - A L}
X Z IJ‘lnnﬂk2
sup = Bpi(x)(Bf i Bij)-=0 5 cs: (3.61)

[ablEl =1
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Analizamos ahora C; j Ci":
Nos interesa escribir C;j como
Z z . .
s Y dHEWiX) T dHEux)

Ci = o L(uj X;i) o LViX)C(ViX) (C(ujx))?

lo cual se prueba utilizando que dH{ (v j Xi) = ®(X;) 1L (v j Xi)dHy (v j Xj):
Por otro lado, teniendo en cuenta la expresion (3.58) junto con la Propiedad
2.61, llegamos a
Z N .
1 Y dHyg(v j Xj)
®g (xi) u C(Vj X)
Pp -7 -vg _ £1Bgj (XL (Z;iXi)
=1 CEZip) 7 Pl Bgk XL (ZkiXi)
L - Bgj (X0iCE(Z;iXi)
t - N\p g\ JIANi
j=1 L (251 %) k1 ng(xj:tg(ziji)
Z o
x 5By(X) TV dHL @)X

Z]
= ley-z; - — - —— -
i TATCZyLEZi X)) u Cz)0LEE)Xi)

y por tanto _
z A Zy  dhE(zjX !
A z i 2 i
ci=  LPujxi) (21 %) CuACROR
0 u C(zjx)LE@EZjXi) (C(ujx))

Ahora, uilizando nuevamente que ® i 1(X;)L(uj Xi) (1 j H(uj X)) =C(ujXj)y
®F1(Xi) 1§ HEujXi) LE(ujXi)=Cq(ujXi); se tiene que C; j C{" es igual a

ZyH C(ujXi)

o, ®IL(Xi) (1 i H(ujXj)) T

Y @IL(X;) (1§ H(vjXi)dHI(VjXi) " dHE(ujx)
Y6 C(vjXi)C(v]jx) Cujx)?"
Z ~
. y@ Q,Q(UJ'AXi) - £

0o ®F(Xi) 1iHPujX))

s o 1
il(xi) 1i Hsc(vjxi) dHfg<iji>AdHf(qu)
)

£

g
u C(vjx)Cq(vjXi) (C(ujx))?
z A . N
y C(UJXI) - (UJ ) Cg(Uin) -
o TiHUujx) 2 P T Aeu xq)

1
dH7(uj x)
(C(ujx))?

2g(uj xi)
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donde
z . o
- (U Xi) = Y (1 i H(v] X)) dHI (v jX;)
2 YT C(vjXi)C(vjx)
y
a .
. Zy 1iHSUjXi) dHz]X)
u i) = = .
B T @G x)

Teniendo en cuenta que cuando n ¥ 1 podemos encontrar cierto intervalo I,
donde

- N - Auln nﬂl:2 !
sup H(yjx) i Hyj%)™ = O —5 c:s:

[ablE1, X n ,
- A - p‘ln nﬂl:2 )

sup Cg(ujXx)iCujx)y = O —— C:S: (3.62)
[ab]ElL, . hh .
- Z Auln M=z ©

sup Hig(yjx) i Hi(yjx)” = O h Cs: (3.63)

[abl£1s, n

y que uniformemente en [a;b] £1; C(y j x) y 1 i H(y j X) estan por encima de 0,
se llega a

X . :
sup - Bpi(x)(Ci 1 Ci)-=0 h
[ablEl j—; n

>
i=

C:s: (3.64)

Finalmente, (3.60), (3.61), (3.64) y (3.59) prueban que el primer sumando de
Va(Y ] X) i vn(y j x); dado por (3.56) veri..ca:

A 1
IJ‘ln n Ti=

(3:56) = 0O Y c:s:

En cuanto al segundo sumando, dado por (3.57), se acota de la siguiente forma:
X
(3:57) = [0(1)] Bhi(x) £ (3.65)
ha =1 -3 “ji

£ EV5x) i ENix) EPOiy0) +ER(yix)  cs:
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Se tiene que:
2 .
H T ZyE® lfre.y.ze
leze . yxi=1g y Ty -u-Zig .
E™(y;x) = E* —/==— . dH{(ujx) =
Yy dHE (uj X; Y C.(ui X
_ 19( ) i) : Cg(U-Jxl)def(qu)
o Cujx) o (C(ujx))
y
M T Z,cvixi ¢
: LI P Y EYIX e :
EYXy (yix) = EYIX TZi-yti=lg . fTi-U-Zi0 qHo(yix) =
i) CzZix_, "o  (Cujx)’ r(uix)
Y dH2(u i X; y i X
— dHl (UJ xl) i C(U J XI)ZdHf(Uj X):
o Cujx) 0 (C(ujx))
Por tanto

EYPi(yix) i E®{(y;X)
Z o RO Z . L
O TYdH{(U] X)) i dHG(UjXi) T Y CujXi) i CgujXi) | a
= - i - 3 dHj (uj x)
0 C(ujx) 0 (C(ujx))

Utilizando integracion por partgs, teniendo en cuenta (3.62) y (3.63) y razonando
como en el estudio de suppaper =1 Bhi(X)jAi i Afj; llegamos a

_ - A 1
X Vi - p‘lnr'lﬂl:2
sup Bni(X) EY5(y;x) § ED{(y;x) =0 — cs:
[ablEl j—; nh
_Finalmente, usando este ultimo resultado, junto con el hecho de que la suma
EY X5 (y; X) +E(y; X) es uniformemente acotada en [a;b]£1 y (3.65) se obtiene:

Auln n1T1=2 !
De este modo, hemos probado que _
o . nn
Va(YiX) iva(yjx)=0 h C:S:

Lema 3.15 Bajo las hipotesis H1-H15, para x 2 1 ey 2 [a;b], se veri..ca que
- h 3 - i _

sup-P® (nh)¥2 FBYyjx) j F(yjx) -t j @ : -

tZII?) (nh) hoo(YIX) i Fgo(yjx) i %N sy %)

S S|
tib(yjx) P
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Demostracién. Utilizando la desigualdad triangular obtenemos:

- .h = i e T
sup P (nh) EENy ) § ER(yjx) -t gy VI
t2R - A s(y j X) .-
- a 1—23AB to i 2tc )y, i S tiba(yix) -
- sup™P? (nh)™" F®(yjx) i Ff(yix) -t i®n —————5 T+
t2R i . - (Va(y ix))
- Cm T ut i b .X)'IT:
psuprby VI g LYY (3.66)
t2R (VR(Y J X)) s(yjx)

Comenzamos estudiando el segundo sumando del segundo término de la desi-
gualdad (3.66).
Para ello utilizgmosﬁ?l Lema 2.6 qus nos lleva a

- - Y .

o LibYIX) tiblyjx)
Sup -®N o = 1PN s(y ] X)
2R (valy i %))

3 .
- O(RYIX) ibyix)+0 (Ryix)Zisyix) cs
Combinando los Lemas 2.8 y 3.14 obtenemos que

bR(Yix) i blyix)=o0p (1);  VR(yix) is*(yjx)=o(l) cs:
y por lo tanto

- A ! H N |
sup Oy L(y‘f)z oy LPVIX) - g (3.67)
t2R (VA(y j X)) s(y j x)

Estudiamos ahora, el primer sumando del segundo término de la desigualdad

(3.66). Teniendo en cuenta la representacion casi segura bootstrap dada en el
Teorema 3.6 y el esquema de la acotacién del término

—h 3 i oo T
- 2 2 o . tiblyjx) -
sup-P (N2 Fr(yix) i F(yjx) -t j&n ——212 -
tZII?) ( ) h(yJ ) 1 (yJ ) 1 *N S<yj X)
en la demostracion del Teorema 2.5, obtenemos: - ~
Z 1_
N P 2 S Atibn(YjX) -
sup-P? (nh)'™ FPOy jx) i Fgo(yjx) -t jON ———&
t2R (Valy 1 x))
- hn )
sup P (nh)™ (1§ F(yjx) £
t2R 5 #
X

£ (Bril(Z5 T3 X) 1 B> (Zis Tistiny; X)) - t+"n
i=1
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A |
t+"ni bﬁ(yj X)
(va(y jx)*
A 1 A 1
- t+"n i bp(yix) % tibalyix

i PN

+ (3.68)

+sup-®Py - = i dn - z + (3.69)
@R (VA ] X)) - (VA X))
+supP® (nh)¥2 RIBoot (y jx) (3.70)

t2R

El término (3.68) tiende a cero de forma casi segura por el Lema 3.13. El término
(3.69) tiende a cero con ", y (3.70) tiende a cero puesto que

AH V3-4 !

sup RPN ) j=Ope  —
[a;b]£1 n

Inn c:s:(P):

Estos resultados junto con (3.67) prueban el presente lema.

4. Demostracién del Teorema 3.7.
Teniendo en cuenta la desigualdad triangular, se tiene

- h 3 - i
sup P® (nh)™2 Ry jx) i FP(yjx) -t i
2R | 2 -
iP_ ()™ FE(yix) i F(yix) -t~ -
- h 3 ) T M : -
- sup P () RNy ) FEy ) -t g ay AN
t2R - X a S " s(y J X~
z | ] _ -
- 2 2 . . tiblyjx) -
+supP (N2 FEYjx) i Flyjx) -t jon —" -
ilzlg (nh) h(YiX)iF(yix) i®dN sy %)

Aplicando ahora, el Teorema 2.5y el Lema 3.15 se prueban las convergencias a
0 de cada uno de los sumandos, y por tanto queda demostrado este teorema.



Capitulo 4

Aplicacion practica.

En los capitulos anteriores hemos revisado los principales modelos para el tratamien-
to de datos obtenidos en presencia de censura y truncamiento, centrandonos de
modo especial en la de..nicion y estudio de un estimador para la funciéon de dis-
tribucion condicional. Este capitulo pretende ilustrar el comportamiento de dicho
estimador en un problema con datos reales, problema que ha sido objeto de diver-
sos estudios en el campo del anélisis de supervivencia (Andersen, Borgan, Gill y
Keiding (1993), pag. 14). Se trata de analizar los datos recopilados por el doctor
Anders Green sobre la mortalidad de diabéticos en el condado de Fyn (Dinamarca).
Concretamente, la situacion es la siguiente:

A 1 de julio de 1973, el condado de Fyn tenia alrededor de 450.000 habitantes,
de los cuales 1.499 padecian una diabetes mellitus dependiente de insulina. Esta
informacién fue obtenida mediante la recopilacion en los ..cheros del Servicio Na-
cional de Salud de todas las prescripciones de insulina, durante un periodo de 5
meses (cubriendo la fecha arriba citada) y, posteriormente, chequeando el historial
médico de cada paciente que proporciond una serie de variables relevantes. A 1 de
enero de 1982 (8 afios y medio después del inicio del estudio) se evalué el estado
de supervivencia (fallo, no fallo) de cada uno de los pacientes, mediante el registro
de habitantes de la zona. De todo ello, se obtuvo un ..chero de 1.499 casos, con la
siguiente informacién para cada caso:

1. N° de caso o de identi..cacion del paciente (de 1 a 1.499).

Sexo: Hombre=1, Mujer=0.

Estado de supervivencia: Fallo=1, No fallo=0.
Fecha de salida del estudio: ddmmaa (dia-mes-afio).
Edad (en afos) a la salida.

Edad (en afios) a la entrada del estudio (010773).
Edad (en afios) de diagnostico de la enfermedad.

Noohkwd

189



190 Capitulo 4. Aplicacion practica

8. Duracion (en meses) de la enfermedad a la entrada (010773).
Estas variables nos proporcionan unas primeras consideraciones importantes:

- La presencia de censura por la derecha aparece de forma natural dado que al
..nal del estudio hay muchos pacientes que todavia viven y por tanto, la variable
“edad a la salida” es el minimo entre el tiempo de fallo (variable de interés) y el
tiempo de censura. Con la notacion utilizada en los capitulos anteriores se tiene que
la variable observada es Z =“Edad a la salida del estudio” y la variable indicadora
de fallo es + =“Estado de supervivencia”.

- Al estar interesados en el estudio del tiempo de fallo de pacientes diabéticos,
s6lo tiene sentido el seguimiento de pacientes después del comienzo de su enfer-
medad, esto es, de pacientes que hayan sido diagnosticados. Pero debido al sistema
de recopilacion utilizado, sdlo observaremos datos de aquellos pacientes diagnostica-
dos que estén vivos en la fecha de inicio del estudio. Es decir, de..niendo la variable
truncamiento T =“Edad a la entrada del estudio”, s6lo observaremos pacientes con
T - Z y perderemos la informacién relativa a diabéticos que se han muerto o per-
dido antes del inicio del estudio. Esto da lugar a un truncamiento por la izquierda
que debe ser tenido en cuenta para evitar el sesgo de estimacion que se cometeria al
utilizar una muestra de datos que pierde los pacientes con tiempos de fallo cortos
(en los cuales Z no llega a T).

- Tal como vienen dados los datos, las variables Y, C y T miden la edad de
cada individuo en diferentes fechas del calendario: la de su fallo, la de su pérdida
de seguimiento o fecha ..nal del estudio (si sobrevive) y la de inicio del estudio,
respectivamente. Otra posibilidad, méas acorde con los modelos de..nidos en los
capitulos anteriores, es la de de..nir las variables Y, C y T como tiempos de fallo,
de censura y de truncamiento, entendiendo como tales los tiempos transcurridos
desde el diagndstico de la enfermedad hasta el fallo, la pérdida de seguimiento y la
entrada en el estudio, respectivamente.

- Posibles covariables en este estudio pueden ser el sexo, la edad de diagndstico
de la enfermedad o la duracion de la misma.

A continuacion presentamos algunos datos de interés, fruto de un sencillo analisis
descriptivo:

- De los 1.499 pacientes diabéticos, 783 son hombres (52,23%) y 716 mujeres
(47,77%).

- El porcentaje global de censura es del 67,24%( 1.008 casos censurados: 3 por
emigracion y el resto por sobrevivir al estudio). Entre los hombres el porcentaje de
censura es del 67,56% (529 casos) y entre las mujeres del 66,9% (479 casos).

- Las medidas resumen de la covariable X =“Edad (en afios) de diagndstico”
por sexos, son las siguientes



Hombres | Mujeres

Media = 30; 65 35;12
D: t{pica = 18; 66 20; 88
Percentil 25 = 15 15
Mediana = 29 35
Percentil 75 = 45 52
M{nimo = 0 1
Maximo = 85 87
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- La poblacién de diabéticos por edades a 1 de julio de 1973 (fecha de comienzo
del estudio) y la proporcion de muertes durante los 8 afios y medio de estudio,
desglosados por sexos (Analisis 1), se retejan en las siguientes tablas:

Hombres

Edad a 1-7-73 Pacientes Muertes durante Proporcion
(en afios) al-7-73 el estudio de muertes
01i29 207 9 0;043
30 i 39 115 22 0;191
40 § 49 124 25 0;202
50 § 59 122 43 0; 352
60 § 69 126 78 0;619
.70 89 7 0; 865
Total 783 254 0,324

Mujeres

Edad a 1-7-73 Pacientes Muertes durante Proporcion
(en afios) al-7-73 el estudio de muertes
01i29 146 6 0;041
30 § 39 89 10 0;112
40 § 49 83 10 0; 120
50 § 59 107 29 0;271
60 § 69 143 69 0;483
.70 148 113 0; 769
Total 716 237 0,331

De ellas, al menos de forma preliminar, parece deducirse que la mortalidad
aumenta con la edad y que los hombres tienen una mortalidad més alta que las

mujeres.

Esta ultima informacion, que hemos llamado Andlisis 1, se puede ver en la pag.
15 de la referencia anteriormente citada (Andersen, Borgan, Gill y Keiding (1993)).
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Estos autores realizan, ademas, otros analisis, desglosados por sexos, en el contexto
de los modelos de censura y truncamiento sin covariables entre los que nos interesa
destacar:

P - Andlisis 2: Estudio del porcentaje de individuos a riesgo en y, esto es Cy(y) =
iy Ler, -y-zig%’ estimac_ién de la funcién que hemos denotado en el capitulo 1
porC(y)=P(T -y -2ZjT - Z) (ver (1.25)).

- Analisis 3: Calculo del estimador de la funcion razén de fallo acumulada (ver
(1.31)), dado por

AtC(y) _ X 1fZi -y;ti=1g .
-Analisis 4: Calculo del estimador de la funcion de supervivencia (ver (1.32)):

~N K Lew oo _ il
tc . tc . fZi-yri=lg |
Sn (y) Li I:n (y) - Li nCn(Zi)

Nosotros vamos a realizar los cuatro analisis descritos, pero de forma condi-
cional, tomando como covariable X la edad de diagnostico de la enfermedad y
desglosando también los resultados por sexos. Entre todos los posibles valores de la
variable X, hemos elegido tres: 15, 30 y 50 afios, por coincidir (mas o menos segin
el sexo) con los cuartiles de la variable.

En cualquiera de los andlisis condicionales que pretendemos realizar, nos en-
contramos con un primer problema que hemos de solucionar: el de la eleccién
del pardmetro ventana. Nos centraremos, a continuacion, en elegir una ventana o
parametro de suavizacién que proporcione un “buen” estimador de la funcion de
distribucion condicional.

4.1 Seleccion de la ventana.

La seleccién del pardmetro de suavizacion es un problema muy relevante y complejo
de la estimacion no paramétrica de curvas.

En el contexto de la estimacion tipo nucleo de la funcién de distribucion, donde
el estimador de la distribucion F viene dado por

IR ST

n._, h

Fh (X)

siendo W una funcién de distribucion, cabe citar algunas propuestas recientes de-
bidas a Sarda (1993), Altman y Leger (1995) y Bowman, Hall y Prvan (1998), entre
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otros. Estos ultimos autores proponen un método de validacién cruzada, adaptado
a la estimacién nacleo de funciones de distribucion, que consiste en minimizar la
funcion dada por:

1 XZ h . I,
CV(h)=— Lexix;_og i Fp'(X) dx

donde Ifhii(x) denota la estimacion no parametrica de F en el punto x construida
sin la observacion i-ésima.
Ademas dichos autores prueban que la funcion
1 X7 g 0,
H(h)=CV(h) i n 1fxiXibOg i F(x) “dx
i=1

tiene esperanza igual a
2
EMHM)]=E FMi'(x)iF(x) dx=MISEn;1(h)

donde F}? i1(x) denota el estimador nucleo construido con una muestra de tamafio
nil.

De lo anterior se deduce que la funcion CV (h) proporciona un estimador inses-
gado del la curva MISE(h) para tamafio muestral n j 1, trasladada verticalmente
por una constante desconocida. Como dicha constante no depende de h no afecta
a la eleccion de la ventana 6ptima.

Nosotros hemos generalizado este criterio a nuestro contexto de estimacion de
la funcién de distribucién condicional con censura y truncamiento.

De este modo, hemos seleccionado el parametro ventana que minimiza el si-
guiente criterio:

> Zh e P
CVG(h)= Wi lg;z ogi Fﬁc(")(ij) dy 4.1)
i=1

donde F“1"(y j x) denota el estimador de la funcién de distribucién condicional
con censura y truncamiento construido sin lossdatos del individuo i-ésimo y w; es
el salto de F°(y j x) en Z;, dado por £iBpi(x) 1 i F&(Z# jx) = Cn(ZijXx):

El funcionamiento de este criterio, asi como el planteamiento de cualquier otro
que proporcione un parametro ventana en el presente contexto, excede el alcance
de esta memoria y debera ser objeto de posteriores y mas exhaustivos estudios.

Una vez decidido el modo de elegir el pardmetro ventana, lo hemos aplicado
a nuestros datos. Como ya hemos comentado anteriormente, para cada individuo
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se han considerado las variables Z =“Tiempo transcurrido desde el diagnostico
de la enfermedad hasta la salida del estudio”, T =“Tiempo transcurrido desde el
diagnostico de la enfermedad hasta la entrada en el estudio” y X =“Edad (en afios)
de diagndstico”. Para las variables Z y T hemos elegido como unidad de tiempo el
afno, si bien ha sido recalculada a partir del tiempo medido en meses y por ello no
presenta un aspecto tan discretizado como el de la variable X. Finalrpente, gecir
que hemos utilizado la funcién ntcleo de Epanechnikov K (x) = 0:75 1 j X2 ; si
ixXj - 1.

El comportamiento del criterio CV G(h) (expuesto en (4.1)) para los distintos
valores de x (15, 30 y 50), segun los sexos, se presenta en las siguientes gra..cas:

hombres, x=15 mujeres, x=15
0 12
104
9
8d
8
6
7
44
6
24
5
o4
0 o
o 4 3 2
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
H H
hombres, x=30 mujeres, x=30

20

184

164

144

124

104

CVG
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hombres, x=50 muijeres, x=50

CVG
CVG

Observacion. El valor cero alcanzado por el criterio CV G(h) para h =1 en
el grupo de las mujeres con X = 15 no debe ser tenido en cuenta al proceder de un
sumatorio con todos los términos nulos. Ello se debe a que los 8 casos de mujeres
diagnosticadas a los 15 afios son censurados.

Como es habitual cuando se trabaja con un criterio de validacién cruzada, hemos
elegido la ventana ¢ptima como el mayor de los minimos locales. De este modo, los
resultados para la ventana éptima segun el criterio CV G(h) (dado en (4.1)) son:

Hombres Mujeres
X =15 h=2 h=7
x=30| h=6 h=7
X =50 h=4 h=38

(4.2)

4.2 Analisis condicionales.

ANALISIS 1: Presentamos las tablas descriptivas con la poblacion de diabéticos
por edades a 1 de julio de 1973 y el nimero de muertes durante los 8 afios y medio
de estudio, desglosados por sexos, para aguellos pacientes que cumplen la condicién
jX i Xjj - h, esto es, que han sido diagnésticados en torno a los 15, 30 y 50 afios,
respectivamente. Para ello, hemos utilizado alrededor de cada una de las tres edades
de diagndstico las ventanas de la tabla expuesta en (4.2).
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Para x = 15 se tiene;

Hombres (h = 2)
Edad a 1-7-73 Pacientes Muertes durante Proporcion

(en afos) al-7-73 el estudio de muertes
01329 28 1 0; 036
30 § 39 13 5 0; 385
40 § 49 3 2 0; 667
50 i 59 7 1 0;143
60 § 69 2 0 0

.70 0 0 i

Total 53 9 0,170

Mujeres (h =7)
Edad a 1-7-73 Pacientes Muertes durante Proporcion

(en afos) al1-7-73 el estudio de muertes

0i29 78 4 0;051

30 i 39 37 5 0;135

40 § 49 23 4 0;174

50 i 59 14 4 0; 286

60 j 69 4 2 0;50

. 70 0 0 i

Total 156 19 0,122
Para x = 30:

Hombres (h = 6)

Edad a 1-7-73 Pacientes Muertes durante Proporcion
(en afos) al-7-73 el estudio de muertes
0i29 7 0 0
30 i 39 41 2 0;049
40 § 49 54 10 0;185
50 i 59 32 10 0;312
60 j 69 12 8 0; 667
. 70 7 5 0,714
Total 153 35 0,229
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Mujeres (h =7)

Edad a 1-7-73 Pacientes Muertes durante Proporcion
(en afios) al-7-73 el estudio de muertes
01i29 4 0 0
30 § 39 28 1 0;036
40 § 49 28 2 0;071
50 i 59 24 6 0;25
60 j 69 18 10 0; 556
.70 2 1 0; 50
Total 104 20 0,192

Y para X = 50:

Hombres (h = 4)

Edad a 1-7-73 Pacientes Muertes durante Proporcion
(en afios) al-7-73 el estudio de muertes
40 § 49 3 1 0;333
50 i 59 18 8 0; 444
60 j 69 37 25 0;676
.70 10 9 0;90
Total 68 43 0,632

Mujeres (h = 8)
Edad a 1-7-73 Pacientes Muertes durante Proporcién

(en afios) al-7-73 el estudio de muertes
40 j 49 5 0 0

50 i 59 41 12 0;293
60 § 69 74 34 0; 459

. 70 50 41 0; 820
Total 170 87 0,512

ANALISIS 2: En este apartado estudiaremos, para cada sexo, el porcentaje de
individuos a riesgo en funcion del tiempo (en afios) transcurrido desde el diagnos-
tico de la enfermedad, copdicionadolg, los valores x = 15; X = 30 y X = 50;
respectivamente, es decir Cn(y j X) = 1o; Ler; -y - g Bhi (X):

Como en el andlisis anterior utilizaremos las ventanas de la tabla (4.2), que segin
el criterio (4.1) son las 6ptimas para la estimacion de la funcién de distribucién
condicional (objetivo de la aplicacion practica de este capitulo), y que han sido
calculadas en funcidén del sexo y del valor x de la edad de diagnéstico.
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Aplicacion practica

Dichas estimacigges se comparan con la curva incondicional cuya ecuacion viene

dada por Cn(y)

C(z) estimada

C(z / x=30) estimada

n 1 l-
i=1-fTi-y-Zignh-

2
1
SEXO
hombre
0,0 § § § . mujer
0 10 20 30 40 50 60 70
z
4
3
2
1
SEXO
hombre
0,0 mujer
0 10 20 30 40 50 60 70

15) estimada

C(z/x

C(z / x=50) estimada

5
4
3
2
1
SEXO
hombre
00 i § i . mujer
0 10 20 30 40 50 60 70
z
5
4
3
2
1
SEXO
hombre
00 mujer
0 10 20 30 40 50 60 70
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SEXO: hombre SEXO: mujer

C(z) estimada

Clz/x=15) est.

C(z) estimada
C(z/x=15) est.

Clz/x=30) est. C(z/x=30) est.

C(z/ x=50) est.

C(z/x=50) est.

ANALISIS 3: En este apartado se calcula, para cada sexo, el estimador de la fun-
cion razon de fallo acumulada condicionada a los valores para la edad de diagnostico

de x = 15; x =30y x = 50 respectivamente, dado por

K 1z, - yri=19Bni(X).
Ch(Zij x)

Af(yjx) =

i=1

Como en todos los andlisis de este capitulo, vamos a utilizar las ventanas de la tabla
(4.2).

También presentamos el estimador de la funcién razén de fallo acumulada para
el caso incondicional cuya expresion es

X 1fZi -yiti=1g

AR(y) = o (Z0)
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Agrupando las curvas por sexos, se tiene:
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SEXO: hombre SEXO: mujer

Landa(z ) estimada Landa(z ) estimada

Landa(z / x=15) est Landa(z / x=15) est

Landa(z / x=30) est Landa(z / x=30) est,

Landa(z / x=50) est Landa(z / x=50) est.

0 10 20 30 40 50 60 70 70

La relacién existente entre las funciones razon de fallo acumulada y razén de fa-
llo (la segunda es la derivada de la primera), nos permiten interpretar estas curvas
en términos del riesgo de mortalidad para los afios transcurridos desde el diag-
nostico. Asi, un comportamiento convexo de la funcién razén de fallo acumulada
indicard un crecimiento en el riesgo de mortalidad y un comportamiento céncavo
un decrecimiento en el mismo.

Para la edad de diagnostico de x = 15 afios se puede observar, tanto para hom-
bres como para mujeres, un comportamiento inicial y bastante prolongado de riesgo
de mortalidad creciente conforme aumenta el tiempo desde el diagnéstico, riesgo que
..nalmente tiende a decrecer (a partir de los 35-40 afios desde el diagnostico para
los hombres y casi los 50 para las mujeres). Ademas, la funcion razon de fallo
acumulada en los hombres estd por encima de la misma en el grupo de mujeres y
la diferencia entre ellas aumenta progresivamente, de lo que se deduce un riesgo de
mortalidad mayor en los hombres que en las mujeres.

Para x = 30 afios el comportamiento para el riesgo de muerte sigue unas pautas
similares a las descritas para X = 15, en cuanto que para hombres y mujeres se
observa un crecimiento inicial y un posterior decrecimiento (el cambio en el creci-
miento se puede situar alrededor de los 40 afios desde el diagnostico (70 afios de
edad) en ambos sexos). Sin embargo, las curvas ]\}f(yj X) por sexos estan mucho
mas proximas que en el caso anterior. Como diferencia mas destacable cabe citar
un crecimiento del riesgo algo mas rapido en los hombres.

Para x = 50 afios, hay que destacar un riesgo de muerte en periodos cercanos
a la edad de diagnéstico bastante importante en el grupo de los hombres que va
decreciendo durante los 10 primeros afios desde el diagndstico para posteriormente
iniciar una remontada. En las mujeres también se observa un riesgo de mortalidad
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que decrece inicialmente, si bien empieza mas tardiamente y ocurre de forma mas
moderada. A partir de los 10-15 afios desde el diagnéstico se produce un crecimiento
en el riesgo de mortalidad practicamente similar en ambos sexos.

Como ultima caracteristica destacable mencionaremos que, tanto en hombres
como en mujeres, el riesgo de mortalidad comienza antes y crece mas rapidamente
si la edad de comienzo de la enfermedad es a los 50 afios que si es a los 15 o0 30 afios.
Esto se observa facilmente en las ultimas gra..cas de este apartado, correspondientes
a las funciones de razén de fallo acumuladas condicionales por sexos.

ANALISIS 4: En este apartado se calcula, para cada sexo, el estimador de la
funcion de supervivencia condicionada a los valores x = 15; X = 30 y X = 50;
respectivamente, dado por

1

Yo Lz ys=19Bni(X)

Ch(Zijx)

SR ix) =11 F(yjx) =
i=1

También, presentamos el estimador de la funcion de supervivencia para el caso
incondicional, es decir

D P K
SIy) =LiFry) = 1i—eoss

SEXO SEXO

hombre hombre

S(z / x=15) estimada
i

S(z) estimada

0,0 mujer

0,0 mujer
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Las curvas de supervivencia para cada sexo, se muestran en las dos gra..cas
siguientes:

SEXO: hombre SEXO: mujer

12

4
| L
75(1 ) estimada 75(1 ) estimada
2 75(2 x=15) est 75(1 /x=15) est.
S(z /x=30) est S(z/x=30) est
00, — T sixesoest T s@ixsoest
0 10 20 30 40 50 60 70 70

Si consideramos como medida del eje X los afios de vida, en lugar de los transcu-
rridos desde el diagndstico, las curvas condicionales anteriores se ven de la siguiente

forma:;
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SEXO: hombre SEXO: mujer

12 12

I I I

2 S@/x=15)est. 2 S(z/x=15) est

S(z/x=30) est S(z/x=30) est

0,0 S(z/x=50)est. 0,0 S(z / x=50) est.
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Conclusiones:

La primera conclusién que podemos destacar es que el sexo intuye en la super-
vivencia (mortalidad) de los diabeticos. En el caso incondicional esta claro que las
mujeres presentan una supervivencia mas alta que los hombres. Particularizando
por edades de diagndstico, vemos que esta tendencia también se mantiene, aunque
podemos profundizar un poco mas.

Para x = 15 afios la diferencia entre las curvas de supervivencia a favor de las
mujeres aparece de forma muy marcada, salvo en un pequefio intervalo inicial, y
se va incrementando considerablemente conforme aumenta el tiempo transcurrido
desde el diagnostico de la enfermedad. Asi, por ejemplo, la probabilidad de so-
brevivir 10 afios desde el diagndstico, esto es, de superar los 25 afios de vida es
del 100% para hombres y mujeres; la probabilidad de sobrevivir 20 afios desde el
diagnostico, esto es, de superar los 35 afios de vida es del 85,71% para los hombres
y sube al 91,22% para las mujeres, mientras que la probabilidad de sobrevivir 30
afos desde el diagndstico (superar los 45) es del 52,86% en los hombres frente al
79,45% de las mujeres y la de sobrevivir 40 afios desde el diagnéstico o de superar
los 55 afos de vida es del 17,62% para los hombres y del 57,77% para las mujeres.
Ademas, los valores medianos de ambas distribuciones son 32,92 y 44,17 afios desde
el diagndstico para hombres y mujeres, respectivamente. Practicamente 11 afios de
diferencia, a favor de las mujeres.

Para x = 50 afios, también se observa una diferencia muy marcada entre las
curvas de supervivencia de hombres y mujeres, pero aqui la diferencia, que empieza
siendo muy importante, disminuye conforme aumenta el tiempo transcurrido desde
el diagnostico. Asi, el afio de vida desde el diagnostico s6lo lo supera el 44,12%
de los hombres frente al 100% de las mujeres, los 10 afios de vida desde el diag-
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noéstico (60 afios de edad) equivalen a los percentiles 67,57 y 23,40 para hombres y
mujeres, respectivamente, y los 20 afos desde el diagnostico (70 afios de edad) se
corresponden con el percentil 86,29 en hombres y el 56,77 en mujeres. En cuanto a
las medianas de la distribucion son de 0,50 y 18,83 afios (desde el diagndstico) en
hombres y en mujeres, respectivamente.

Aunque para X = 30 afios se mantiene la tendencia de mayor supervivencia
en mujeres que en hombres, se observa mucha mas cercania entre las curvas de
supervivencia de ambos sexos que para las edades de diagndéstico de 15 y 50 afios,
e incluso se puede ver la existencia de algunos solapamientos en torno a los 20 y
45 afos desde el diagndstico (50 y 75 afios de edad, respectivamente). Los tiempos
de 10, 20, 30 y 40 afios desde el diagnéstico (edades de 40, 50, 60 y 70 afios)
corresponden a los percentiles 0; 11,60; 37,70 y 76,70 en hombres y 0; 7,33; 31,82
y 61,26 en mujeres. Las medianas toman valores, en afios desde el diagnoéstico, de
32,67 para los hombres y 38,25 para las mujeres.

La segunda conclusion importante es que la edad de diagnostico también infuye
en el comportamiento de la supervivencia (mortalidad) de los diabeticos. Ademas
de los comentarios efectuados previamente, se puede ver que, en general, la su-
pervivencia en un cierto tiempo desde el diagnostico disminuye al incrementar la
edad de comienzo de la enfermedad: es mas dificil sobrevivir 10 afios desde el diag-
néstico partiendo de 50 afios que partiendo de 15 afios, pero también es bastante
evidente el hecho de que no es lo mismo alcanzar una edad de vida de 60 afios
que de 25. Por ello, conviene matizar que la a..rmacién anterior no signi..ca que
la supervivencia para cierta edad disminuya al incrementar la edad de comienzo
de la enfermedad, es mas, de los ultimos gra..cos se in..ere mas bien lo contrario:
los diabéticos diagnosticados a los 15 afios presentan, tanto en hombres como en
mujeres, una supervivencia menor (en edad) que los diagnosticados a los 30 o 50
afnos.

Finalmente, es importante destacar la fuerte infuencia del fenémeno de la cen-
sura que se mani..esta de forma muy clara en la parte derecha de de las curvas de
supervivencia (no acaban valiendo cero), sobre todo en el caso de x = 15 afios y de
forma més debil para x = 30 afios.



206 Capitulo 4. Aplicacion practica



Bibliografia

Akritas, M.G. (1986). Bootstrapping the Kaplan-Meier estimator. J. Amer.
Statist. Assoc. 81, 1032-1038.

Akritas, M.G. (1994). Nearest neighbor estimation of a bivariate distribution
under random censoring. Ann. Statist. 22, 1299-1327.

Altman, N. and Leger, C. (1995). Bandwidth selection for kernel distribution
function estimation. J. Statist. Plan. Inf. 46, 195-214.

Andersen, P.K., Borgan, O., Gill, R.D. and Keiding, N. (1993). Statistical
Models Based on Counting Processes. Springer-Verlag, New York.

Arcones, M.A. and Giné, E. (1995). On the law of the iterated logarithm for
canonical U-statistics and processes. Stoch. Proc. Appl. 58, 217-245.

Araujo, A. and Giné, E. (1980). The central limit theorem for real and Banach
valued random variables. Wiley, New York.

Beran, R. (1981). Nonparametric regression with randomly censored data. Tech-
nical report. Univ. California, Berkeley.

Bickel, P.J. and Wichura, M.J. (1971). Convergence criteria for multiparameter
stochastic processes and some applications. Ann. Math. Statist. 42, 1656-1670.

Bilker, W.B. and Wang, M.C. (1997). Bootstrapping left truncated and right
censored data. Commun. Statist. Simula. 26, 141-171.

Billingsley, P. (1968). Convergence of probability measures. Wiley, New York.

Bowman, A., Hall, P. and Prvan, T. (1998). Bandwidth selection for the smooth-
ing of distribution functions. Biometrika. 85, 799—=808.

Breslow, N.E. and Crowley, J.J. (1974). A large sample study of the life table
and product-limit estimates under random censorship. Ann. Statist. 2, 437-453.

Burke, M.D., Csorgo, S. and Horvath, L. (1988). A correction to and im-
provement of strong approximations of some biometric estimates under random
censorship. Prob. Theory Rel. Fields 79, 51-57.

Cao Abad, R. (1988). EI bootstrap con datos censurados. Memoria de Licen-
ciatura. Universidad de Santiago de Compostela.

Cao Abad, R. (1990). Aplicaciones y nuevos resultados del método bootstrap en

207



208 Bibliografia

la estimacion no pramétrica de curvas. Tesis Doctoral. Universidad de Santiago de
Compostela.

Cao Abad, R. and Gonzélez Manteiga, W. (1993). Bootstrap methods in re-
gression smoothing. J. Nonparametric Statist. 2, 379-388.

Chang, M. and Rao, P. (1989). Berry-Esseen bound for the Kaplan-Meier esti-
mator. Commun. Stat. Theory Meth. 18, 4647-4664.

Chao, M.T. and Lo, S.H. (1988). Some representations of the nonparametric
maximum likelihood estimators with truncated data. Ann. Statist. 16, 661-668.

Cheng, K.F. and Cheng, P.E. (1987). Robust nonparametric estimation of a
regression function. Sankhya, Ser. B, 49, 9-22.

Dabrowska, D. (1989). Uniform consistency of the kernel conditional Kaplan-
Meier estimate. Ann. Statist. 17, 1157-1167.

Dabrowska, D. (1992). Nonparametric quantile regression with censored data.
Sankhya, Ser. A, 54, 252-259.

Efron, B. (1979). Bootstrap methods: another look at the jacknife. Ann.
Statist. 7, 1-26.

Efron, B. (1981). Censored data and the Bootstrap. J. Amer. Statist. Assoc.
76, 312-319.

Eubank, R.L. (1988). Spline smoothing and nonparametric regression. Marcel
Dekker. New York.

Foldes, A. and Rejto, L. (1981). A LIL type result for the product limit esti-
mator. Z. Wahrsch. verw. Gebiete 56, 75-86.

Gijbels, 1. and Wang, J.L. (1993). Strong representation of the survival function
estimator for truncated and censored data with applications. J. Multivariate Anal.
47, 210-229.

Gill, R. (1983). Large sample behaviour of the product-limit estimator on the
whole line. Ann. Statist. 11, 49-58.

Gonzélez Manteiga, W. and Cadarso Suéarez, C. (1994). Asymptotic properties
of a generalized Kaplan-Meier estimator with some applications. Nonparametric
Statist. 4, 65-78.

Gross, S.T. and Lai, T.L. (1996). Bootstrap methods for truncated and censored
data. Statistica Sinica, 6, 509-530.

Hardle, W. (1990). Applied nonparametric regression. Cambridge University
Press.

Hardle, W., Janssen, P. and Serting, R. (1988). Strong uniform consistency
rates for estimators of conditional functionals. Ann. Statist. 16, 1428-1449.

Hardle, W. and Mammen, E. (1993). Comparing nonparametric versus para-
metric regression ..ts. Ann. Statist. 21, 1926-1947.



Bibliografia 209

Hardle, W. and Marron, S. (1991). Bootstrap simultaneous error bars for non-
parametric regression. Ann. Statist. 19, 778-796.

Iglesias Pérez, M.C. and Gonzalez Manteiga, W. (1999). Strong representation
of a generalized product-limit estimator for truncated and censored data with some
applications. J. Nonparametric Statist. 10, 213-244.

Kaplan, E.L. and Meier, P. (1958). Nonparametric estimation from incomplete
observations. J. Amer. Statist. Assoc. 53, 457-481.

Keiding, N. and Gill, R.D. (1990). Random truncation models and Markov
Processes. Ann. Statist. 18, 582-602.

Lagakos, S.W., Barraj, L.M. and De Gruttola, V. (1988). Nonparametric Anal-
ysis of truncated survival data, with application to AIDS. Biometrika. 75, 515-523.

Lai, T.L. and Ying, Z. (1991). Estimating a distribution function with truncated
and censored data. Ann. Statist. 19, 417-442.

LaValley, M.P. and Akritas, M.G. (1994). Extensions of the Lynden-Bell-
Woodroofe method for truncated data. Submitted for publication.

Lo, S. and Singh, K. (1985). The product-limit estimator and the bootstrap:
Some asymptotic representations. Prob. Theory Rel. Fields 71, 455-465.

Lo, S.H., Mack, Y.P. and Wang, J.L. (1989). Density and hazard rate estimation
for censored data via strong representation of the Kaplan-Meier estimator. Prob.
Theory Rel. Fields 80, 461-473.

Lynden-Bell, D. (1971). A method of allowing for known observational selection
in small samples applied to 3CR quasars. Mon. Not. R. Astr. Soc. 155, 95-118.

Mammen, E. (1992). When does Bootstrap works? Lecture notes in Statistics,
77. Springer-Verlag.

Nadaraya, E.A. (1964). On estimating regression. Theory Prob. Appl. 10,
186-190.

Parzen, E. (1962). On estimation of a probability density and mode. Ann.
Mathem. Statist. 35, 1065-1076.

Presedo Quindimil, M.A. (1991). Un analisis mediante la funcion de infuencia
de la estimacion no paramétrica de funciones de regresion. Tesis Doctoral. Univer-
sidad de Santiago de Compostela.

Rosenblatt, M. (1956). Remarks on some nonparametric estimates of a density
function. Ann. Mathem. Statist. 27, 642-669.

Sarda, P. (1993). Smoothing parameter selection for smooth distribution func-
tions. J. Statist. Plan. Inf. 35, 65-75.

Shao, J. and Tu, D. (1995). The jacknife and bootstrap. Springer-Verlag, New
York.

Shorack, G.R. and Wellner, J.A. (1986). Empirical processes with applications
to statistics. Wiley, New York.



210 Bibliografia

Stute, W. (1976). On a generalization of the Glivenko-Cantelli theorem. Z.
Wabhrsch. verw. Gebiete 35, 167-175.

Stute, W. (1984). The oscillation behavior of empirical processes: the multi-
variate case. Ann. Probab. 12, 361-379.

Stute, W. (1993a). Almost sure representations of the product-limit estimator
for truncated data. Ann. Statist. 21, 146-156.

Stute, W. (1993b). Integrated U-statistic processes: A martingale approach.
Preprint. Univ. Giessen.

Stute, W. (1994). The bias of Kaplan-Meier integrals. Scand. J. Statist. 21,
475-484.

Stute, W. (1995). The central limit theorem under random censorship. Ann.
Statist. 23, 422-439.

Stute, W. (1996). The jacknife estimate of variance of a Kaplan-Meier integral.
Ann. Statist. 24, 2679-2704.

Stute, W. (1997). Nonparametric model checks for regression. Ann. Statist.
25, 613-641.

Stute, W. and Wang, J.L. (1993). The strong law under random censorship.
Ann. Statist. 21, 1591-1607.

Tsai, W.Y., Jewell, N.P. and Wang, M.C. (1987). A note on the product-limit
estimator under right censoring and left truncation. Biometrika. 74, 883-886.

Turnbull, B.W. (1976). The empirical distribution function with arbitrarily
grouped, censored and truncated data. J. R. Statist. Soc. B, 38, 290-295.

Van Keilegom, I. and Veraverbeke, N. (1996). Uniform strong convergence
results for the conditional Kaplan-Meier estimator and its quantiles. Commun.
Statist. Theory Meth. 25, 2251-2265.

Van Keilegom, I. and Veraverbeke, N. (1997a). Estimation and bootstrap with
censored data in ..xed design nonparametric regression. Ann. Inst. Statist. Math.
49, 467-491.

Van Keilegom, I. and Veraverbeke, N. (1997b). Weak convergence of the boot-
strapped conditional Kaplan-Meier process and its quantile process. Commun.
Statist. Theory Meth. 26, 853-8609.

Wang, M.C. (1987). Product limit estimates: A generalized maximum likelihood
study. Commun. Statist. Theory Meth. 16, 3117-3132.

Wang, M.C. (1991). Nonparametric estimation from cross-sectional survival
data. J. Amer. Statist. Assoc. 86, 130-143.

Wang, M.C., Jewell, N.P. and Tsai, W.Y. (1986). Asymptotic properties of the
product limit estimate under random truncation. Ann. Statist. 14, 1597-1605.

Watson, G.M. (1964). Smooth regression analysis. Sankhyda, Ser. A, 26, 359-
372.



Bibliografia 211

Woodroofe, M. (1985). Estimating a distribution function with truncated data.
Ann. Statist. 13, 163-177.

Zhou, Y. (1996). A note on the TIJW product-limit estimator for truncated and
censored data. Statist. and Probab. Letters. 26, 381-387.

Zhou, Y. and Yip, P.S.F. (1999). A strong representation of the product-limit
estimator for left truncated and right censored data. J. Multivariate Anal. 69,
261-280.



